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Avant propos

Ce polycopié comprend deux chapitres qui servent de base a ce cours qui a par
ailleurs été présenté dans deux écoles C*-CAPA (Conception et Analyse d’Algo-
rithmes Paralléles): a cette occasion le premier chapitre est paru dans 'ouvrage
“Algorithmes paralléles : Analyse et conception”, chapitre 5, édition Hermes, 1994
et le deuxieme chapitre dans 'ouvrage “Parallélisme et applications irréguliéres”,
chapitre 1, Hermes, 1995.

Le premier chapitre correspond a un résumé étendu du cours, et est distribué a

titre de support. Les principaux résultats théoriques présentés ici sont démontrés
en cours. La bibliographie contient les principales références sur lesquelles le cours
est basé. D’autres résultats, non présentés dans cet article, sont étudiés pendant
le cours, notamment en ce qui concerne les techniques liées a la NC-réductibilité
et a la contraction algébrique. Des applications, notamment a la reconnaissance
de langages hors-contextes et en algebre linéaire ne sont pas non plus, bien que
traitées en cours, abordées dans ce polycopié.
Le deuxieme chapitre est ciblé sur la construction d’algorithmes performants,
utilisant des mécanismes fins (Polyalgorithmes et Diviser pour régner en cascade,
techniques probabilistes). D’autres résultats concernant notamment la complexité
en communication d’un algorithme et 1’évaluation du cott sur des modeles de
machines plus réalistes que la PRAM (BSP [52] et LogP [17] par exemple) sont
présentés en cours.



Chapitre 1

Modeles, complexité et
algorithmes de base



1.1 Introduction.

Le but de cet article est de dégager les principales techniques qui permettent
de développer des algorithmes paralleles dans le cadre du modele PRAM. Le
but poursuivi est de chercher pour un probleme donné un algorithme parallele
utilisant un grand (mais “raisonnable”) nombre de processeurs qui résolve ce
probleme et qui soit le plus rapide possible. Ce chapitre s’inspire largement d’une
partie du polycopié de 'ENSIMAG de B. Plateau, A. Rasse, J.I.. Roch et J.P.
Verjus intitulé “Parallélisme” [40] et d’un cours de DEA de I'université Joseph
Fourier intitulé “Complexité Parallele”.

Les deux premieres sections sont consacrées a la définition des principales
classes de la complexité parallele. Elles s’inspirent de 1’article de R.M. Karp et V.
Ramachandran [34], qui constitue une introduction tres complete a la complexité
parallele. La derniere section présente les techniques algorithmiques fréquemment
utilisées pour construire un algorithme parallele PRAM le plus rapide possible
pour un probleme pour lequel un algorithme séquentiel existe déja. Le plan est
le suivant :

— Le modele PRAM est présenté, ainsi que les notions d’algorithme efficace
et optimal. L’utilisation d’'un compromis séquentiel-parallele (principe de
Brent et technique d’équilibre des travaux) permet parfois de construire un
algorithme parallele optimal a partir d’un autre efficace et d’'un algorithme
séquentiel optimal.

— La classe NC', qui rassemble les problemes intrinsequement paralleles, est
introduite sur le modele PRAM. La classification NC', et la réduction as-
sociée, est ensuite définie a partir du modele booléen, ce qui permet de
mieux préciser les problemes “résistants” a la parallélisation (problemes
P-complets).

— Les techniques de I’algorithmique PRAM sont introduites a partir d’exemples
didactiques et sont présentées par ordre de puissance (i.e. de diminution du
temps de résolution parallele) croissante :

— L’analyse du graphe de précédence permet d’exploiter le parallélisme
qui existe dans ’algorithme séquentiel initial.

— La technique Diviser pour Paralléliser, version restreinte de la tech-
nique séquentielle du Diviser pour Régner, permet parfois de mettre
directement en évidence un fort degré de parallélisme.

— Les techniques précédentes restent assez proches de 1’algorithmique
séquentielle. Mais le clivage séquentiel-parallele est important: pour
aller plus vite, il est souvent nécessaire de faire des calculs redondants,
ce qui est paradoxal en algorithmique séquentielle. La puissance de



I’introduction de redondance est montrée sur les algorithmes classiques
de tri par insertion et de I"addition d’entiers.

— En revenant sur la caractérisation générale d’un probleme polynomial
(a partir du probleme P-complet de référence), nous verrons que 1'uti-
lisation de la technique de contraction algébrique permet d’aller encore
plus loin dans I"analyse du graphe de précédence d’un algorithme sé-
quentiel. Pour cela, il est nécessaire de considérer non seulement les
précédences mais aussi les propriétés mathématiques des opérations ef-
fectuées (et notamment commutativité, associativité et distributivité).

En algorithmique parallele, comme en algorithmique séquentiel, il n’existe pas
de méthode “miracle” qui permette de développer un bon algorithme de maniere
automatique. Cependant, les techniques présentées dans ce chapitre s’averent
souvent utiles dans la recherche de nouveaux algorithmes paralleles [47].

1.2 Le modele PRAM

1.2.1 Introduction

De facon a pouvoir évaluer précisément la qualité d’un algorithme parallele et
le comparer a un algorithme séquentiel résolvant le méme probleme il est fonda-
mental de définir un modele de calcul parallele permettant de mesurer quantitati-
vement un algorithme.Une fois ce modele choisi, il est intéressant de classifier les
problemes selon cette mesure. Il y a ici une analogie avec ’algorithmique séquen-
tielle et la classification en classes P (problemes solubles en temps polynomial
sur une machine de Turing déterministe) et NP (problemes solubles en temps
polynomial sur une machine de Turing non-déterministe).

Par la suite A, désigne un algorithme (séquentiel ou parallele) calculant la
solution d’un probléme P, (instance d’un probleme général P ayant n®!) entrées).
Comme exemples de probleme P, , on peut considérer le produit de deux entiers
de n bits, de deux matrices nxn a coefficients flottants, de deux matrices nxn a
coefficients entiers de n bits, etc. Pour mesurer la qualité de 1’algorithme A4,,, il
est nécessaire de dégager des criteres de mesure. Il apparait naturel de considérer
le temps d’exécution de 1'algorithme, c’est-a-dire le temps qui s’écoule entre le
lancement de 'exécution de 1'algorithme et la fin de I’exécution de I'algorithme.
Ce critere intuitif n’est cependant pas le seul a prendre en compte, puisqu’un
algorithme, pour étre exécuté, a besoin d’un support matériel (lié au modele de
calcul) que le temps ne décrit pas.

Dans le cadre du calcul séquentiel, le modele considéré est la machine de
Turing (et ses variantes). De maniere pratique, le modele RAM (Random Ac-
cess Machine) est une adaptation de ce modele théorique, mieux adaptée a la
description d’algorithmes sur une machine séquentielle [1].



De nombreux modeles sont proposés pour le calcul parallele synchrone, liés
a la variété des architectures paralleles (circuits, machines a mémoire partagée
ou distribuée, machines hiérarchiques etc.). Il y a cependant deux modeles théo-
riques qui prédominent [13]. Le premier (PRAM) est basé sur des processeurs en
relation via une mémoire partagée : ce modele est “relativement” proche des ma-
chines paralleles; différentes variantes (comme les XRAM) sont proposées pour
mieux prendre en compte les caractéristiques des ordinateurs paralleles [15]. Le
deuxieme (circuit) considere des circuits constitués de portes logiques reliées
entre elles selon un graphe de connexion.
Nous avons choisi ici de présenter surtout le modele PRAM, qui est le plus uti-
lisé en algorithmique parallele et qui peut étre vu comme une généralisation du
modele séquentiel RAM. Le modele circuit, plus théorique, sera introduit pour
définir plus précisément le mécanisme des réductions.

1.2.2 Présentation du modele PRAM

Le modele PRAM correspond a différentes unités de calcul synchrones (du
modele RAM), en nombre infini, qui communiquent via une mémoire partagée.
Une PRAM consiste en (une définition plus formelle peut étre trouvée dans

[4]):

— un ensemble illimité de processeurs indicés (chacun connaissant son indice
et possédant son propre compteur ordinal),

— une mémoire globale partagée infinie,

— un programme fini, qui consiste en une séquence finie d’instructions éti-
quetées (soit une lecture ou une écriture en mémoire, soit un branchement
conditionnel dans le programme a une étiquette, soit un calcul).

Le fonctionnement est le suivant. A 'initialisation tous les processeurs ini-
tialisent leur propre compteur ordinal. Puis, a chaque pas, toutes les unités exé-
cutent I'instruction correspondant a leur compteur ordinal. La notion de “pas”
correspond a I'hypothese synchrone avec durée unitaire des opérations.

Ce modele s’adapte bien aux architectures paralleles dites a mémoire partagée,
c’est-a-dire ou tous les processeurs accedent a une méme mémoire. “Accéder” aux
données veut alors dire “lire en mémoire” et “retourner” un résultat veut dire
modifier une variable en mémoire.

Considérons un programme fini qui ne contient pas de tests sauf portant sur
Iindice n du probleme en entrée (on parlera par la suite de programme sans
boucle). I’exécution de ce programme, pour une taille d’instance n donnée mais
indépendamment des autres valeurs en entrées, peut étre décrite par un ensemble
d’opérations (chaque opération est de durée unitaire) et un graphe de précédence.
Lors de I'exécution de ce programme sur une PRAM, au premier pas de calcul
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seront exécutées toutes les opérations qui n’ont pas d’arc (de précédence) entrant,
puis au second pas toutes les opérations qui suivent (au sens du graphe) celles
qui ont été exécutées au premier pas et ainsi de suite. On parle de pas de calcul
ou d’étape de calcul.

De nombreux algorithmes paralleles sont évalués sur le modele PRAM, qui
peut étre vu comme une abstraction des machines paralleles a mémoire partagée
-ou distribuée avec un réseau de connexion completement connecté- (bien que le
cadre théorique du calcul synchrone soit peu vérifié en pratique). Cependant, ce
modele reste relativement imprécis et il est souvent nécessaire de préciser cer-
taines caractéristiques importantes, notamment le mode selon lequel sont réglés
les conflits de lecture et écriture par plusieurs processeurs a une méme adresse
dans la mémoire commune. On distingue ainsi trois sous-modeles (classés par
ordre de puissance croissante):

— EREW (Exclusive Read Exclusive Write, lecture et écriture exclusives):
deux processeurs différents ne peuvent ni lire ni écrire a une méme étape
sur une meéme case MEmoire.

— CREW (Concurrent Read Exclusive Write, lecture concurrente et écriture
exclusive): des processeurs différents peuvent lire a une méme étape le
contenu d’une méme case mémoire, mais ne peuvent pas écrire simultané-
ment sur une méme case.

— CRCW (Concurrent Read Concurrent Write, lecture et écriture concur-
rentes): a une méme étape, différents processeurs peuvent lire ou écrire
sur une méme case. Dans le cas d’écritures concurrentes, plusieurs modes
peuvent étre utilisés pour préciser comment est réglé le conflit d’écriture:

— COMMUNE-CRCW : les écritures concurrentes ne sont valides que si
tous les processeurs concurrents a I’écriture a une méme étape sur une
méme case écrivent la méme valeur (sinon, il y a erreur).

— ARBITRAIRE-CRCW : lorsque plusieurs processeurs veulent écrire a
une méme étape sur une méme case, une valeur au hasard parmi les
différentes valeurs proposées est écrite.

— PRIORITAIRE-CRCW : chaque processeur a un numéro unique, et
lorsque plusieurs processeurs veulent écrire a une méme étape sur une
méme case, c’est celui qui a le plus petit numéro qui impose sa valeur.

Ces différents sous-modeles de PRAM sont relativement proches: il existe,
comme nous le verrons plus loin, des résultats permettant de passer d’un modele
a un autre.



1.2.3 Travail d’un algorithme paralléle.

Une fois le modéle théorique défini, il est maintenant possible de définir les
criteres de mesure de la qualité, et notamment 'optimalité, d’un algorithme pa-
rallele. Sur le modele séquentiel RAM, deux caractéristiques (I'une temporelle,
lautre matérielle) sont considérées pour évaluer la qualité d’un algorithme sé-
quentiel A, résolvant P,:

— le temps, noté T,(A,), défini comme le nombre d’opérations effectuées sur
des données bornées (ex: opérations flottantes, opérations sur des entiers
machines, lecture ou écriture en mémoire d’un mot machine...). Pour les
problemes “faisables”, ce temps séquentiel est un polynéme en n (classe P).

— Pespace mémoire, noté S(A,) (S pour space) défini comme le nombre de
places en mémoire nécessaires a ’exécution de 1’algorithme.

Par analogie, dans le cadre du calcul parallele, la qualité d'un algorithme
parallele A, résolvant sur une PRAM le probleme P, est basée sur deux carac-
téristiques, I'une matérielle, 'autre temporelle :

— la surface, notée H(A,) (H pour hardware), définie comme le nombre de
processeurs utilisés lors du pas de calcul qui nécessite le plus de processeurs
H(A,) est en général un polynome en n.

— le temps, noté T)/(A,), qui est le nombre de pas nécessaires a 'exécution
de I"algorithme avec H(A,) processeurs.

A partir de ces deux criteres, différentes quantités peuvent étre introduites,
qui seront utilisées par la suite.

Convention: Dans la suite, nous ne considererons les évaluations temporelles
et matérielles qu’au niveau de leur ordre. Par abus de langage, les dénominations
comme “efficace” ou “optimal” correspondent donc aux dénominations “asympto-
tiquement efficace” ou “asymptotiquement optimal” a cause des résultats donnés
en O, donc connus a une constante multiplicative pres.

Travail. On appelle travail de 'algorithme parallele A,, la quantité notée W(A,,)
definie par:
W(AL) = H(AL)T)(A,)

Le travail d’un algorithme séquentiel correspond donc au temps séquentiel T5(A,,)
de cet algorithme. Intuitivement, le travail d’un algorithme est 1’aire d’un rec-
tangle ayant pour c6tés d’une part le nombre de processeurs qu’il utilise, et d’autre
part son temps d’exécution. Dans le cas d’un algorithme séquentiel, il n’y a qu’un
seul processeur. Sil’on considere le graphe de précédence de 1’algorithme, dessiné



de telle facon que les opérations exécutées sur la PRAM au premier pas soient
sur une premiere ligne, puis celles exécutées au i-eme pas sur la i-eme ligne, ce
graphe s’inscrit dans ce rectangle’.

Algorithmes efficaces et optimaux. Parmi tous les problemes, il est in-
téressant de déterminer les problemes qui peuvent étre résolus beaucoup plus
rapidement en parallele qu’en séquentiel. Un algorithme séquentiel s’exécute au
moins en temps linéaire (sinon, il y a des entrées inutiles). Il apparait donc na-
turel de considérer les problemes qui peuvent étre traités en parallele en temps
poly-logarithmique (logo(l) n), caractéristique qui est reprise dans la classe NC,
donc plus rapidement que tout algorithme séquentiel.

— Un algorithme parallele est dit efficace si son temps d’exécution est poly-
logarithmique et si son travail est le temps du meilleur algorithme séquentiel
connu multiplié par un facteur poly-logarithmique. Un algorithme efficace
permet donc d’obtenir un temps de résolution impossible a atteindre en
séquentiel, avec un travail plus important mais raisonnable par rapport au
meilleur algorithme séquentiel.

— Un algorithme parallele est dit optimal sl est efficace et que son travail est
du méme ordre que le travail du meilleur algorithme séquentiel connu.

Un algorithme parallele optimal est donc particulierement intéressant: non
seulement il est tres rapide en parallele, mais sa simulation séquentielle n’est pas
plus cotteuse (asymptotiquement tout au moins) que ce qui peut étre fait de
mieux en séquentiel.

Remarque. Il ne faut pas confondre la notion d’algorithme efficace qui est une
qualification d’un type d’algorithme et I’efficacité qui est une grandeur calculable
pour tout algorithme. L’efficacité d’un algorithme efficace est égale a I'inverse
d’un poly-logarithmique alors que celle d’un algorithme optimal est constante.

1.2.4 Parallele versus séquentiel - Principe de Brent et
applications.

Un algorithme parallele peut apparaitre plus général qu'un algorithme séquen-
tiel : il est toujours possible de simuler le comportement de plusieurs processeurs
synchrones sur un seul, alors qu’il n’est en général pas possible d’exécuter un
algorithme séquentiel sur plusieurs processeurs (en tirant bien sir parti de la
présence des différents processeurs).

1.1l faut noter que dans ’algorithme paralléle, les H(A,,) processeurs nécessaires de la PRAM
exécutent & chaque instant une instruction (soit de I’algorithme proprement dit, soit vide).



Plus précisément, on appelle simulation séquentielle d’un algorithme parallele
I’exécution sur un seul processeur des opérations - méme vides - de 'algorithme
parallele. Pour ce faire, le processeur exécute d’abord toutes les opérations du
premier pas de calcul de l'algorithme parallele, puis toutes les opérations du
deuxieme pas, etc. Par extension, étant donné un algorithme parallele dont 1’exé-
cution est décrite sur H(A,) processeurs, on appelle simulation de cet algorithme
sur m < H(A,) processeurs I’exécution sur les m processeurs des opérations de
I’algorithme. Cette simulation se fait de facon analogue: on divise les opérations
de chaque pas de calcul en m groupes d’opérations, chaque groupe étant a la
charge de 1'un des m processeurs. Les m processeurs exécutent séquentiellement
les opérations d’un groupe, puis séquentiellement les groupes de chaque étape.
On remarque que cette facon de faire peut induire pour les m processeurs des pas
de calcul vide supplémentaires si m ne divise pas H(A,), mais ce nombre est au
maximum de ordre de T)/(A,).

Le travail de I'algorithme parallele A, est du méme ordre que le temps d’exécu-
tion de sa simulation séquentielle ou que le travail de sa simulation sur m < H(A,)
processeurs. Cet énoncé est connu sous le nom de principe de Brent (en version
restreinte, une version plus précise est donnée dans [15]). Compte tenu de ce prin-
cipe, le travail d’un algorithme parallele A, est un invariant (en ordre au moins)
lorsqu’on utilise un nombre de processeurs inférieur a H(A,).

Considérons A le meilleur algorithme séquentiel connu résolvant P,, et soit
AP) un algorithme paralléle résolvant P,. Alors, le principe de Brent peut égale-
ment s’énoncer ainsi : le travail de Ialgorithme parallele AP) est supérieur a celui

de AW W(AL)) < W(AP), et pour tout m : 1 < m < H(AP), l'algorithme
(p)
AP) peut étre exécuté (simulé) en temps O (m.T//(Agp))) avec O <ﬂiLl> unités

de calcul. C’est pourquoi la complexité de AP sera dans la suite notée (notation
inspirée de [34]):
Oy (T)/(AD), H(AD))

Le principe de Brent permet donc de regrouper des opérations effectuées par
un algorithme parallele pour les exécuter séquentiellement. Lorsque 1’on dispose
d’un algorithme parallele efficace mais non optimal, il est alors possible de re-
grouper des opérations de cet algorithme (en diminuant le nombre de processeurs
nécessaires au calcul), pour calculer leur résultat par un algorithme séquentiel
optimal. Cette technique est connue sous le nom d’équilibre des travaux [27].
Nous la présentons sur I’exemple du produit itéré.

Rendre optimal un algorithme efficace: équilibre des travaux. Le pro-
duit itéré se calcule séquentiellement en T5(n) = O(n) (avec une surface S(n) =
O(1)): cet algorithme est clairement optimal, puisqu’il faut déja n étapes pour
lire les entrées. Un premier algorithme parallele est naturel : il suffit de grouper
les entrées dans I'ordre deux par deux, et d’effectuer les opérations selon un arbre



binaire équilibré. Le cotit de cet algorithme est O,/(logn,n) sur une PRAM-
EREW. Cet algorithme est efficace. Mais il n’est pas optimal, son travail O(n.log
n) étant en ordre supérieur au temps séquentiel. Il est cependant possible de le
transformer pour obtenir un algorithme optimal, en faisant un bon compromis
entre l'algorithme efficace et le meilleur algorithme séquentiel.

Considérons pour cela I'intérprétation du travail d’un algorithme parallele
comme étant la surface d’'un rectangle ayant pour cotés d’une part le nombre
de processeurs, et d’autre part le temps d’exécution. Lorsqu’un algorithme n’est
pas optimal, cette surface n’est pas du méme ordre de grandeur que le travail
de l'algorithme séquentiel : ceci provient des instructions vides exécutées par les
processeurs a certains moments de I'exécution. L’idée de base dans la démarche
d’“équilibre des travaux” est la suivante: on cherche a réduire la surface du rec-
tangle en occupant a tout moment les processeurs. Pour cela, il faut modifier cer-
taines phases de I'algorithme en tirant parti d’'un “bon” algorithme séquentiel : a
certaines phases de I’exécution, I’algorithme parallele est remplacé par I’exécution
en parallele par chaque processeur de I’algorithme séquentiel. On parvient ainsi
a réduire la surface du rectangle en supprimant des parties correspondant a des
instructions vides. Le temps de I’algorithme parallele reste du méme ordre, mais
le nombre de processeurs utilisés est plus faible.

Dans 'exemple du produit itéré, en comparant les algorithmes, on remarque
que le travail parallele est d’un facteur O(logn) supérieur au travail séquentiel.
Nous allons essayer de garder ce temps (en ordre de grandeur) en réduisant le

nombre de processeurs. I’obtention d’un algorithme optimal nécessite donc de

n’utiliser que O (@) processeurs. Cette diminution du nombre de processeurs

peut étre réalisée en groupant différentes opérations sur un méme processeur, sur
lequel sera alors exécuté -de maniere optimale- I'algorithme séquentiel.

Groupons les n entrées en O (@) groupes ayant chacun O(logn) éléments.

A chaque groupe nous associons une tache, qui calcule le produit itéré de son
groupe par 'algorithme séquentiel. Comme il y a O(log n) éléments dans chaque

n
logn

groupe, le temps de cette étape est O(logn) avec O ( processeurs.

Puis, le produit itéré des O (@) produits partiels ainsi obtenus peut étre

calculé par 'algorithme parallele initial en temps O(logn), en utilisant encore

0 (logn) processeurs. La complexité parallele de ce nouvel algorithme est alors:

oy (log n, ﬁ), et son travail est O(n), c’est-a-dire du méme ordre que le travail
de 'algorithme séquentiel : il est donc optimal.



1.3 La classification NC

1.3.1 La classe NC.

Une question de base en calcul parallele est de déterminer les problemes in-
trinsequement paralleles, c’est-a-dire qui peuvent étre résolus beaucoup plus ra-
pidement avec plusieurs processeurs plutét qu’avec un seul [13] [34].

La classe NC. formalisée par Nicholas Pippenger [39] (et nommée par Cook
NC pour “Nick’s class” [13]), est la classe des problemes qui peuvent étre résolus
en temps poly-logarithmique (c’est-a-dire résolues plus rapidement qu’il ne faut
de temps pour lire séquentiellement leurs entrées) sur une machine parallele ayant
un nombre polynomial de processeurs, autrement dit de surface raisonnable. NC
peut donc étre caractérisée par:

NC = { problemes P/3A = (A,,) famille d’algorithmes:
A, résout P, en coit Oy, <logo(1) n,no(l)) }

Une propriété fondamentale de NC'est d’étre résistante: elle reste la méme
quel que soit le modele parallele (PRAM -CREW)-, circuits, etc.

Il est facile de voir que NC'est un sous-ensemble de la classe P des fonctions qui
peuvent étre calculées séquentiellement en temps polynomial. On a donc P O NC
mais l'inclusion stricte reste a démontrer.

Sous-classes de NC' De facon a distinguer plus précisément les problemes a
I'intérieur de NC| NC est partitionnée en sous-classes. On distingue ainsi dans le

cadre du modele PRAM :

— EREWF: classe des probléemes qui peuvent étre résolus en temps O(loglC n)
avec un nombre polynomial de processeurs d’'une EREW-PRAM.

— CREWF*: classe des problémes qui peuvent étre résolus en temps O(loglC n)
avec un nombre polynomial de processeurs d'une CREW-PRAM.

— CRCWF*: classe des problemes qui peuvent étre résolus en temps O(logk n)
avec un nombre polynomial de processeurs d'une CRCW-PRAM (le choix
du sous-modele n’influe pas sur cette définition).

Ces différents sous-modeles de PRAM sont cependant tres proches, et laissent
invariante la propriété d’apartenance a NC' d’un algorithme donné. Plus pré-
cisément, on peut montrer qu’un algorithme qui s’exécute en temps T'(n) avec
H(n) processeurs sur une PRIORITAIRE-PRAM (la plus puissante des PRAM)
peut étre simulé en temps T'(n).O(log H(n)) avec H(n) processeurs d'une EREW-
PRAM (la moins puissante). Au niveau des CRCW-PRAM, un algorithme s’exé-
cutant en temps T(n) avec H(n) processeurs d'une PRIORITAIRE-PRAM peut
étre simulé en temps T(n) avec H(n)? processeurs d'une COMMUNE-PRAM.
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Exemple. Considérons le probleme du OU-booléen de n bits: ce probleme est
du type produit itéré. Sur une EREW-PRAM, la solution proposée précédemment
permet de montrer que ce probleme peut étre résolu en temps O(log n) avec O(n)
processeurs?. Sur une CRCW-PRAM, ce probléme peut étre cependant résolu
en temps constant : il suffit de disposer d’'une case mémoire résultat initialisée a
la valeur faux; a chaque bit en entrée est associé un processeur, qui écrit vrai
dans la case résultat si le bit qui lui est associé est a la valeur wvrai, et rien
sinon. En une étape le OU-booléen de n bits est donc calculé avec n processeurs
d'une CRCW-PRAM. 1l est a noter que cet algorithme fonctionne quel que soit le
mode (COMMUNE, ARBITRAIRE ou PRIORITAIRE) selon lequel s’effectuent

les écritures concurrentes.

Ces remarques entrainent une méthodologie sur le choix de la “bonne” PRAM
pour la définition d’un algorithme parallele pour un probleme donné (la plus faible
EREW étant I'idéale) : on choisira en premier lieu le sous-modele qui est le mieux
adapté aux besoins de I'algorithme. Il sera toujours possible par une simulation
(directe comme ci-dessus ou plus intelligente, avec modification de I'algorithme)
de construire a partir de ce premier algorithme d’autres algorithmes sur des sous-
modeles plus faibles, avec une perte en temps “relativement® faible: le facteur
O(log n) induit par la simulation directe garantit qu’un algorithme efficace sur
un sous-modele donné restera efficace sur les autres sous-modeles.

La classe NC' peut alors étre vue comme 1'union de toutes les sous-classes
précédentes, et on a les inclusions suivantes (pour k > 1):

EREW* c CREW* c CRCW* ¢ EREW**' ¢ NC

Remarque. Classes probabilistes. Dans le domaine de la complexité paral-
lele, les classes probabilistes (et notamment RNC pour les algorithmes Monte-
Carlo et ZNC pour les algorithmes Las Vegas) sont particulierement importantes.
(cf [34] pour une introduction). Ainsi le calcul du rang d’une matrice a d’abord
été montré comme étant dans RNC' [20] avant d’étre montré dans NC? [37]. Plus

récemment, les formes de Smith ou de Jordan ont eu le méme sort [28] [43].

1.3.2 Modele booléen et NC-Réduction

De facon a pouvoir classer les problemes par ordre de difficulté a I'intérieur
de NC, et préciser ou peut se trouver la différence entre P et NC', une relation
d’ordre entre les problemes est définie dans le cadre du modele booléen [7]: la

NC-réductibilité.

2. Ce temps est méme montré comme étant une borne inférieure pour ce probléme sur une

CREW PRAM (la complexité temporelle est Q(logn)) [14].

11



Le modéle booléen

Dans ce modele, une machine parallele est une famille uniforme (B, ),en de
graphes booléens orientés et acycliques (DAG) telle que B, a n®") entrées. Un
neeud du circuit est ici une porte logique effectuant une opération booléenne
(et, ou, négation). On distingue essentiellement deux sous-modeles, selon que le
nombre d’entrées d’une porte (fan-in) est borné (i.e. vaut 2 ici) ou non borné. Le
nombre de sorties d’une porte (fan-out) est quant a lui non borné?.

Les noeuds d’entrée (respectivement de sortie) ont un fan-in (respectivement
fan-out) de 0. L’uniformité permet de limiter la complexité architecturale du
circuit [48]. On utilise le plus souvent la “log-uniformité” qui signifie que la des-
cription du circuit B, (pour n € IN) peut étre calculée sur une machine de Turing
avec un espace logarithmique.

La surface H(n) est ici définie comme le nombre de nceuds du circuit B, et
le temps comme sa profondeur.

Dans ce modeéle on distingue les sous-classes NC* (respectivement AC*) pour
les circuits dont les portes ont un fan-in borné (resp. non borné) et qui sont de
profondeur O(log¥n) et de taille n®("). On a alors les relations suivantes [34] :

NC* = EREW*® C CREW* C CRCW* = AC* C NC*H!

La classe NC est alors définie comme I'union de toutes les classes NCF :

NC = fj NC*

k=0

Remarque: circuits arithmétiques. Des extensions du modele booléen [53]
permettent de considérer que les portes du circuit peuvent faire en temps unité
des opérations sur un espace donné E (par exemple les rationnels, ou les poly-
nomes a coefficients rationnels). Les classes de complexité correspondantes sont
alors notées NCE pour préciser que les opérations de base considérées sont des
opérations sur F. Par exemple, le produit de n entiers de n bits appartient & NCpy
(produit itéré) mais le méme algorithme ne permet que de prouver I'appartenance
a NC? (la multiplication de deux entiers de n bits appartenant & NC*).

NC-réductibilité et problemes P-complets.

Une fois le modéle booléen défini, il est maintenant possible de classifier les
problémes selon leur complexité, grace a une relation d’ordre : la NC'-réductibilité
[13]. On dit qu'une fonction (ou un probleme) f est NC'-réductible & une fonc-
tion g (ce qui est note f <yc1 g) s’il existe une famille uniforme de circuits
qui calcule f en temps logarithmique (O(logn)), et dont les nceuds sont soit des

3. Un circuit de fan-in borné et de fan-out non borné peut en effet étre transformé en un
circuit de méme surface et de méme temps -en ordre- qui soit de fan-in et de fan-out borné [25].
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portes booléennes, soit des oracles permettant de calculer g. Un oracle pour ¢ est

ici un nceud ayant r entrées (ey,...,e,) et t sorties (sq,...,s;) et qui calcule le
résultat (s1,...,s:) = g(e1,...,e.). La profondeur d’un tel nceud est assimilée a
log(rt).

Il est clair que la relation de NC'-réductibilité est réflexive et transitive et que
NC* est close par NC'-réductibilité.

Soit K une classe de problemes. On dira qu’une fonction (un probleme) f est
NC" — dur pour I’ensemble F (ou E-dur) si et seulement si:

Vge E:g9g<nc [

[ est dit complet pour F (F-complet) si f est E-dur et si f € E.

Nous avons vu que NC' C P. Linclusion stricte restant conjecturelle, on peut
se demander quels sont les problemes complets pour P, qui sont ceux contenant
-ou susceptibles de contenir- le moins de parallélisme intrinseque.

Le probleme P-complet de référence (1’analogue de la satisfaisabilité pour la
complexité séquentielle et la classe NP) est le MCVP (monotone circuit value
problem) [24]: ¢ Etant donné une séquence de n équations booléennes du type
e1r=0,ea=1et ey =e;Nejoue,=¢€Ve; pour 1 <i<j <k <n,calculer la

valeur de e, *.”

1.4 Techniques de base de ’algorithmique PRAM

Apres cette présentation du modele PRAM et de la classification NC', nous
allons maintenant dégager les principales techniques qui permettent de dévelop-
per, a partir d’un algorithme séquentiel connu, de bons algorithmes paralleles
sur ce modele (qui permettent de prouver, si possible, 'appartenance a NC du
probleme).

1.4.1 Etudier le graphe de précédence.

Une premiere technique pour extraire le parallélisme d’un probleme donné
(pour lequel on dispose déja d’un algorithme séquentiel), est de considérer le
graphe de précédence des opérations effectuées dans 'algorithme séquentiel. La
profondeur de ce graphe permet de donner une borne supérieure sur le temps
d’un algorithme parallele résolvant le méme probleme, le nombre de processeurs
nécessaires a l'obtention de ce temps étant borné par la “largeur” de ce graphe.

Considérons comme exemple la résolution d’un systeme linéaire triangulaire.
Soit A une matrice nxn triangulaire inférieure inversible, a coefficients dans un

4. Tout probléme s’exécutant en temps polynomial sur une machine de Turing déterministe
peut étre NCl-réduit a ce probléeme [34], ce qui prouve, étant clairement dans P, qu’il est
P-complet.

13



corps K, et b un vecteur de K”. Le probleme est de calculer 'unique vecteur x de
K" tel que: Az =0 .

La parallélisation de ce probleme est caractéristique de nombreux problemes
d’algebre linéaire: la parallélisation des algorithmes séquentiels de factorisation
(Gauss, Householder, Givens...) met en jeu les mémes techniques.

La solution séquentielle s’exprime tres facilement a partir de I'itération :

i—1
bi — k=1 ai7k.:z:k

Pour 1=1...n:z; :=
(%

Cet algorithme a une complexité O(n?) et est donc optimal (les % coefficients de
la matrice A devant étre examinés).

Mais sa parallélisation semble difficile : il y a une dépendance tres forte entre le
calcul de x; et celui de z;_;. Néanmoins, pour chaque indice i, le calcul a effectuer
est du type produit itéré, et cette phase peut étre réalisé en temps O/, (log i @)
Les n phases s’effectuant séquentiellement, on obtient comme complexité globale

sur une PRAM-CREW :
0 I o
/) | n.logn, Tog 1

Pour trouver ce résultat, tous les log i sont majorés par log n et la mise en

séquence implique I’addition des temps. Le nombre de processeurs nécessaire est
égal au nombre maximum de processeurs nécessaires pour chacune des phases.

La parallélisation peut étre améliorée si ’on regarde précisément le graphe de
précédence des taches de 'algorithme séquentiel. En effet, des que z; est calculé, il
est possible de calculer en parallele pour k=i+1...n toutes les produits: a;. ;, si
I’on suppose que z; peut étre lu en parallele par les processeurs chargés des calculs
de x, (k=i+1...n ). En terme d’étapes, le schéma de calcul est alors le suivant
(les calculs effectués en parallele sur des processeurs différents sont séparés par
“//77) :

étape 1: 11 := ablll

étape 2: 1y 1= 1)2731%“ [/ ts:=bs—asy.xy [/ ta:=by—ass.t1 /] ...

étape 3: 13 := 7@,1)%932 [/ ta:=14 —asp.x2 [ ts := 15 —asq.22 /] ...

étape 4: 14 1= “_—S‘;"fﬂ /] ts =15 —asz.x3 /] te ;=16 — asz.23 /] ...

A chaque nouvelle étape (toutes les étapes sont effectuées en temps constant
avec n processeurs), une nouvelle composante de z est calculée. Le vecteur z peut
ainsi étre calculé en temps O(n) sur une CREW-PRAM de n processeurs. En
ordonnancant les calculs différemment, la contrainte CREW peut étre allégée en
EREW: il suffit de pipeliner le parcours de x4, puis de x4, etc. Le nombre d’étapes
est doublé, mais la complexité asymptotique reste la méme.

[’algorithme donné ici présente 1’avantage d’étre de meéme travail en ordre
que le meilleur algorithme séquentiel connu. Mais il ne permet pas de décider de
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I'appartenance a NC'de ce probleme car sa complexité en temps est en O(n). Nous
verrons dans la prochaine partie que par un tout autre algorithme, ce probleme
peut étre en fait calculé tres rapidement en temps O(log® n) sur une PRAM. Le
probleme considéré appartient donc bien en fait a NC, mais méme une bonne
parallélisation de I'algorithme séquentiel, comme celle donnée ici, ne permet pas
de le démontrer.

1.4.2 Diviser pour paralléliser

Une autre technique de parallélisation consiste a essayer de construire la so-
lution d’un probleme P, a partir d’instances indépendantes (i.e. pouvant étre
traitées en parallele) plus petites du méme probleme. Cette technique s’appa-
rente a la technique séquentielle du “Diviser pour Régner”, avec la restriction
que les sous-instances doivent pouvoir étre traitées indépendamment. Le schéma
algorithmique est le suivant :

1. Réduction du probleme a des instances indépendantes plus petites.

2. Résolution parallele récursive des sous-instances, en appliquant récursive-
ment la méme technique a chacune de sous instances.

3. Construction de la solution du probleme initial a partir des solutions de
chacune des sous-instances.

Pour illustrer cette technique, considérons I'exemple du calcul des préfixes
pour une loi associative, qui est une extension du produit itéré. Etant données n
entrées ay, ..., a, d'un ensemble £ muni d’un loi associative %, le probleme est de
calculer les préfixes mp = ay*...xag, k = 1,...,n. La solution séquentielle triviale
conduit a un algorithme optimal en temps n; mais le graphe de précédence de
cet algorithme est de profondeur n et ne permet pas une parallélisation fine. Il
est cependant facile d’appliquer la technique “diviser pour paralléliser”:

1. Réduction du probleme: on considere en parallele les deux sous-séquences
de taille n/2: Sy = (ay, ... ,ag) et Sy = (ag_H, cey ).

2. Résolution des sous-instances: la récursivité fait le travail. On obtient ainsi
les préfixes (m1,...,m2) pour sy et (pz41,...,4n) pour Ss.

3. Construction de la solution du probleme initial : les préfixes manquants sont
obtenus en calculant: 7 = w2 * py pour k= +1,...,n.

Cet algorithme peut s’exécuter trivialement avec une complexité O /(logn,n)
sur une PRAM CREW (du fait de la lecture concurrente de 72 dans la phase de
construction).

Il est cependant possible de raffiner cet algorithme pour qu’il puisse s’exécuter

15



sur une PRAM EREW avec la méme complexité: la phase de construction peut
étre simplifiée en compliquant la phase de réduction de la fagon suivante:

1. Réduction du probleme: ceci peut étre fait en calculant en parallele les
produits des entrées groupées par 2. On calcule donc les quantités (n est
supposé étre une puissance de 2) by = agp_1 * ag, k =1,...,n/2. Le calcul
des préfixes des n/2 éléments by constitue bien une sous-instance du méme
probleme.

2. Résolution des sous-instances: la récursivité fait le travail.

3. Construction de la solution du probleme initial: on a déja obtenu tous les
préfixes mop. Les préfixes d’indice impair peuvent étre obtenus en parallele
en temps 1 en calculant mory1 = mop * agpy1.

On obtient ainsi un algorithme de méme complexité avec la contrainte EREW.

Pour rendre optimal cet algorithme efficace, la technique d’équilibre des tra-
vaux peut étre appliquée, en groupant les éléments de la séquence intiale en @
groupes de log n éléments. Les préfixes de chacun des groupes peuvent alors étre
obtenus en temps logn par application de 1’algorithme séquentiel en parallele

pour chaque groupe. On obtient ainsi assez facilement un algorithme de com-

plexité O(log n, %) sur une PRAM EREW.

1.4.3 Casser les précédences par la redondance

Les deux techniques précédentes s’inspiraient fortement des techniques sé-
quentielles. Une autre maniere d’apporter du parallélisme dans un algorithme
consiste a effectuer des calculs redondants, de facon a diminuer les dépendances
de données, donc le temps. Cette démarche est contraire a celle utilisée en sé-
quentiel ou, lorsque deux calculs se ressemblent, on essaie de factoriser les termes
communs pour ne les calculer qu’une fois. L’introduction de redondance est donc
une approche souvent intéressante pour diminuer le temps de traitement paral-
lele, méme si elle conduit, au premier abord tout au moins, a des algorithmes
non optimaux . La duplication de certains calculs évités en séquentiel fait que le
travail parallele est souvent plus important. Nous allons expliciter cet apport de
redondance sur deux exemples: 'addition d’entiers et le tri.

Addition d’entiers. On considere deux entiers A et B de n bits représentés
par la séquence de leurs chiffres (poids forts en téte):

A= [p_1,0n_s,...,a0] = "2 a;2" avec a; € {0,1} pour tout s
B = [bp_1,by_2,...,bo] = 314 b2" avec b; € {0, 1} pour tout i

et on cherche la séquence de (n + 1) bits: [r,,ru_1,...,70| représentant I'entier

R=A+B.
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On peut remarquer la propriété suivante: si X et Ysont deux entiers de k bits
au plus, alors X+ Y et X4 Y+1 sont deux entiers de k+1 bits au plus.

[’algorithme séquentiel consiste alors a additionner deux a deux les chiffres
de A et B, poids faibles d’abord, en faisant propager les éventuelles retenues (une
retenue est soit nulle, soit égale a 1), ce qui peut étre exprimé par la récurrence
suivante :

cC_1 = 0
re = (ar+ by + cx—1)mod2
Cr = (ak + bk + Ck_l)diUQ

ou div et mod désignent respectivement les opérations de division euclidienne et
de calcul de reste (avec reste positif).

De cette relation de récurrence, il est tres difficile d’extraire du parallélisme.
La propagation de retenue rend cet algorithme tres séquentiel : un nouveau chiffre
rr du résultat ne peut étre calculé que si 'on connait la retenue ¢;_; précédente.

Pour éviter cette propagation et introduire du parallélisme, I'idée est d’utiliser
I’approche diviser pour paralléliser en calculant a priori deux résultats possibles:
pour cela, on partitionne A et B en séparant poids forts (Agy et By) et poids
faibles (A et Br). De méme, on calcule le résultat R en séparant les poids forts
(Rm) et les poids faibles (Rrz). Deux calculs sont possibles pour Rpy: I'un en
supposant que la retenue entrante pour le calcul de Ay + By est nulle, 'autre
en supposant qu’elle est égale a 1. La sélection du bon résultat pourra étre faite
a posteriori, en regardant la retenue sortant effectivement du calcul de Ay, + By,.
[’algorithme est donc le suivant :

— réduction : en temps constant séparer en parallele Ay et Ay, By et By,.

— résolution : calculer par un appel récursif en parrallele A+ By, Ag+Br+1
et AL + BL.

— fusion: si Ap+ By, génere une retenue fusionner Ay, + By, et Ag+ By +1 sinon
fusionnerAy, 4 By, et Ag+ By. L’opération de fusion (simple concaténation)
se fait en temps constant.

Il y a clairement ici redondance: les chiffres de poids fort de A et B sont
additionnés deux fois. Mais cette redondance est intéressante puisqu’elle permet
de rendre indépendants les trois appels a I’adition. Le temps parallele de ce nou-
vel algorithme sur une EREW-PRAM (il est facile d’éliminer la concurrence au
niveau des lectures des poids forts en les dupliquant) est alors:

T(n) =T (g) +1 = O(logn)
avec un nombre de processeurs :

H(n) =3H (g) +n=0 (n10g2 3) = O(n)
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[’introduction de la redondance permet donc d’obtenir un temps parallele tres
intéressant en O(logn).

Par contre le travail de cet algorithme - O(rn'*®logn) - est important devant
la complexité séquentielle du probleme - O(n)-. L’algorithme parallele obtenu
est loin d’étre efficace. Il permet cependant de montrer que ’addition d’entiers
peut étre résolu trés rapidement en parallele et appartient a la classe NC!. Nous
verrons avec la prochaine technique comment obtenir un algorithme optimal pour
ce probleme.

Tri par sélection. Il est a noter que 'application de la technique “diviser
pour paralléliser” réduit le probleme du tri a celui de la fusion (bitonique, pair-
impair, ...[3]). Ici, pour illustrer le travail de parallélisation par la redondance,
nous considérons l'agorithme trivial du tri par insertion.

On se donne n éléments e (k=0...n-1) d’un ensemble K totalement ordonné,
et on voudrait obtenir les n éléments triés dans un tableau. Nous supposerons ici
les éléments distincts, mais il est facile d’étendre cet algorithme au cas général.

La méthode séquentielle immédiate, méme si ce n’est pas la plus efficace, est
celle du tri par insertion: a chaque étape on prend un nouvel élément que 'on
essaie de classer parmi les précédents éléments que 'on a déja triés. Exploitée
sous cette forme en parallele, cette méthode ne permet pas d’obtenir un temps
parallele inférieur a n .

Cependant I'idée de classer un élément parmi d’autres semble prometteuse:
si I'on considere un élément e; donné, il peut étre facilement comparé a tous les
autres éléments: le nombre d’éléments qui lui sont inférieurs indique la position
de I’élément dans le tableau trié.

La comparaison de deux éléments étant effectuée en temps constant, 1’algo-
rithme se déroule en deux phases:

— 1 - chaque élément e, est comparé aux n-1 autres éléments. Pour cela, a
chaque élément e est associé un groupe Gy de n-1 processeurs Gy, (i #
k) : chaque processeur Gj; compare €; a un autre élément ¢;. Le résultat de
cette comparaison est 1 si e est strictement plus grand que e;, et 0 sinon.
La complexité de cette étape est donc Oy/(1, n?) sur une EREW-PRAM
(il suffit de dupliquer chaque entrée n fois en complexité O,/(1,n?*) pour
éliminer la concurrence au niveau des lectures).

— 2 - dans chaque groupe G}, on effectue la somme des n-1 valeurs trouvées:
on obtient ainsi la position de I’élément e; dans la séquence triée.

La phase 2 se réduit donc a I’addition de n bits. Cette opération peut étre
réalisée par un algorithme est du type produit itéré, avec comme opération de
base la somme de deux nombres ayant au plus logn bits. D’apres ce qui a été
vu précédemment, cette somme est de complexité O,/ (loglogn,logn) sur une
EREW-PRAM. Compte-tenu qu’'une somme itérée avec des opérations en temps
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constant peut étre réalisée en temps logn avec O(ﬁ) processeurs, le cout de

cette étape est donc O, (log nloglogn, %) pour tous les groupes.

Néanmoins il est possible de calculer la phase 2 en complexité O/, (logn,n?)
en utilisant la technique dite du 2 pour 3. En effet, 1'utilisation du produit itéré
dans la phase 2 ignore le fait que les entrées sont sur 1 bit seulement : la com-
plexité serait la méme si le probleme était 1’addition de n nombres de n bits. Or,
additionner 3 nombres de n bits peut se ramener a additionner 2 nombres de
n 4+ 1 bits. Soient

a = [(ln_l,an_g, e ,ao] b = [bn_l,bn_g, e ,bo] et ¢= [Cn_l,cn_g, e ,Co]

trois entiers de n bits dont on désire calculer la somme.
Pour tout iz, a; + b; + ¢; est un entier de deux bits: soit u; son bit de poids fort
et v; son bit de poids faible, et soient u et v les deux entiers de n + 1 bits:

U= [Up_1,Up_2,...,Ug,0] et v =1[0,v,_1,0,_2,...,00]

Alors on a:

a+b+c=u+v

Additionner n nombres de 1 bit se ramene donc a additionner %” nombres de 2
bits, et en réitérant cette réduction, de cout O(1), logz n fois, deux nombres de
log: n + 1 bits. Apres une réduction de temps log n, le probleme se ramene donc
a une addition qui peut se faire en temps loglogn. Le coit de cette phase 2 est
donc O//(log n, n) sur une EREW PRAM, pour chaque groupe, soit O,/(log n, n?)
pour tous les groupes.

La complexité globale de cette parallélisation de 'algorithme de tri par in-
sertion est O//(logn,n?) sur une EREW-PRAM: la parallélisation est efficace
et peut étre rendue optimale par un équilibre des travaux. Finalement, le temps
de I’algorithme est particulierement intéressant, mais le nombre de processeurs
est tres important et fait que cet algorithme, tout en montrant ’appartenance
du tri a la classe NC| n’est pas efficace par rapport aux algorithmes séquentiels
optimaux en O(nlogn). Il existe cependant un algorithme optimal de complexité

0y,(log n, n) [12].

1.4.4 Paralléliser un graphe algébrique de précédence.

Nous avons vu que tout probleme dans P pouvait étre réduit au probleme
MCVP, qui est P-complet. Toutes les techniques permettant d’évaluer rapide-
ment en parallele des instances du MCVP pourront donc étre appliquées a n’im-
porte quel probleme polynéomial (pour autant que I'on puisse construire “faci-
lement” les instances du MCVP correspondant au probleme que 1’on cherche a
paralléliser)[42].
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De maniere générale, une instance du MCVP se présente comme un pro-
gramme arithmétique sans boucle, de longueur n, (i.e. un graphe de précédence
comportant n neeuds) ne comportant que des affectations ou des opérations boo-
léennes A ou V.

Différentes techniques ont été proposées pour évaluer rapidement des pro-
grammes sans boucles dans des structures algébriques. Considérons un ensemble
FE muni d’une loi associative: si le DAG correspondant au programme peut étre
transformé en un arbre ayant n®(") nceuds, I'algorithme du produit itéré per-
mettra de I’évaluer en temps O(logn) avec O (ﬁ) processeurs d’'une CREW
PRAM. Ce résultat peut s’étendre a des expressions plus générales [11] [22].

Considérons en exemple I’addition de 2 entiers de n bits, introduit précédem-
ment. Le calcul du résultat se réduit au calcul des retenues c; : une fois celles-ci
obtenues, il est facile de calculer les bits r; du résultat en temps constant. Les
équations booléennes qui caractérisent ces retenues ¢; sont les suivantes:

¢ = (a; Nb;) V (cizi A (a; V b))

En exprimant ¢; en fonction des entrées ay, et by, (k < 1), le calcul de ¢; se ramene
alors a un OU booléen de 1 bits, qui peut étre évalué en temps logn sur une
CREW-PRAM (et en temps constant sur une CRCW-PRAM).

Mais si le nombre de nceuds de ’arbre correspondant a I’expansion du circuit

est exponentiel, I’évaluation ne pourra se faire en parallele qu’en temps linéaire
. Comme exemple, on peut considérer le programme suivant: x; := x;_1 + ;4
pour ¢ = 1,...,n avec comme entrée o un entier dans le monoide (IN,+). Pour
pallier a ce probleme, il est cependant possible d’utiliser la puissance de la struc-
ture algébrique de I'ensemble dans lequel est défini le probleme. Pour I'exemple
précédent, il est clair que le programme calcul 2”.z; 'existence de la multiplica-
tion, distributive par rapport a I’addition, peut permettre de ramener le probleme
a un produit itéré pour calculer 27, Plus précisément, une technique d’évaluation
parallele tirant parti a la fois de I’associativité et de la distributivité d’une loi
par rapport a 'autre a été exhibée, lorsque la structure algébrique correspondant
aux opérations du programme sans boucle est upn semi-anneau commutatif (i.e.
un ensemble muni de deux lois + et x associatives, commutatives et possédant
chacune un élément neutre, x étant distributive par rapport a +).
Le résultat est le suivant [30]: tout programme sans-boucle de n noeuds dans un
semi-anneau peut étre évalué en temps log nlog(n.d(n)) avec M(n) processeurs
d’une CREW-PRAM, ou M (n) nombre de processeurs nécessaires pour effectuer
un produit de matrices en temps logn - M(n) < n®. d(n) est le degré -au sens
mathématique- du programme (par rapport a 'opération x): c’est le maximum
du degré des nceuds du circuit correspondant au programme: le degré d’une en-
trée est 1, celui d'un noeud + le maximum des degrés de ses opérandes, et celui
d’un nceud x la somme des degrés de ses opérandes.

Considérons en exemple la résolution du systeme linéaire triangulaire Az = b
introduit précédemment. Le graphe de précédence décrit constitue bien un pro-
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gramme sans boucle. Le degré de ce programme est le degré de z,. Or le degré
de zj, est le degré de z;_y + O(1), pour tout k. Le degré du programme est donc
O(n). On en déduit que la résolution d’un systeme linéaire peut étre réalisée en
temps O(log®n) sur une PRAM CREW avec M(n) processeurs. Ce probléme
appartient donc a NC?.

Remarque: cas des treillis. Des extensions de ce résultat a la structure al-
gébrique de treillis ont été données [42]. Cette structure est intéressante, car elle
permet de mieux prendre en compte la structure des booléens, cadre du MCVP.

Chercher une expression algébrique équilibrée du probleme. Le résultat
précédent montre que la recherche d’une expression algébrique “équilibrée” des
sorties en fonction des entrées permet d’obtenir des algorithmes paralleles fins.
Encore faut-il pouvoir trouver cette expression.

Cette recherche peut étre illustrée par 'exemple de la résolution de systemes
triangulaires. En fait, résoudre en parallele un systeme triangulaire ou n sys-
temes prend le méme temps: au lieu de considérer le probleme de la résolution
d’un seul systeme, nous allons donc considérer le probleme du calcul de I'inverse
d’une matrice triangulaire. I.’introduction de redondance permet ici une meilleure
caractérisation algébrique du résultat, dans le corps des matrices inversibles.

La matrice inverse est définie comme la transposée de la matrice des cofac-
teurs: les cofacteurs de A sont définis comme le rapport de deux déterminants
d’ordre n. Or, il est clair qu'un déterminant correspond a une expression algé-
brique équilibrée des coefficients de la matrice: il suffit de développer le déter-
minant par ligne pour s’en rendre compte. Malheureusement, en développant un
déterminant d’ordre n, on obtient (n!) termes a sommer: avec I'algorithme du
produit itéré, on déduit donc un algorithme de temps (n.log n) avec un nombre
exponentiel de processeurs... ce n’est pas la bonne méthode! Mais il nous reste
I’espoir de trouver une expression algébrique plus simple...

Cette caractérisation algébrique du résultat (I'inverse de A) en fonction de A
est cependant facile a obtenir lorsque A est triangulaire; il suffit de décomposer
A en une matrice D, formée a partir de la diagonale de A, et la matrice T formée
par les opposés des autres éléments:

A=D-T
Soit D7 I'inverse de Det U= D' T. On a alors: A = D(I-U)

U est une matrice nilpotente (triangulaire a diagonale nulle), et par suite, U*
= 0 pour k>n. La matrice inverse de A peut donc s’écrire:

AT = (DT -U))"" = (g U’“) D!
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Le calcul des n premieres puissances de U peut étre effectué en utilisant un
algorithme de type préfixe parallele, avec comme loi associative le produit de
deux matrices. Il suffit d’effectuer ensuite la somme de ces puissances (de type
somme itérée) et de multiplier cette somme par la matrice D~' pour obtenir la
matrice A7'. On obtient ainsi un algorithme de complexité O, (log2 n, nM(n))
sur une EREW PRAM.

Cet algorithme explicite la relation algébrique qui est utilisée de maniere impli-
cite lorsque I'on utilise I’évaluation parallele dans un semi-anneau. Les meilleurs
algorithmes connus aujourd’hui pour des matrices quelconques dans un anneau
sont basées sur des relations analogues (via le polynéme caractéristique ou le
polynéome minimal)

1.5 Conclusion.

Les études de complexité théorique permettent de mieux cerner le parallé-
lisme intrinseque a un probleme. De nombreux problemes restent a classer: un
exemple typique est le pged d’entiers [44], pour lequel le meilleur algorithme pa-
rallele connu aujourd’hui améliore seulement d’un facteur poly-logarithmique le
meilleur algorithme séquentiel [32]. Les techniques précédentes apportent des ren-
seignements sur le probleme lui-méme; leur utilisation se situe donc en amont de
la parallélisation sur une machine parallele, pour laquelle non seulement le nombre
de processeurs est fini mais les caractéristiques de ’architecture (notamment si
elle est distribuée) sont déterminantes dans le développement d’algorithmes.
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Chapitre 2

Algorithmes de travail optimal et
probabilistes
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2.1 Introduction

Nous avons expliqué dans le chapitre précédent les techniques de base pour la
construction d’algorithmes paralleles tres rapides (de temps poly-logarithmique)
sur le modele PRAM . Lors de la programmation sur une machine réelle, avec ses
propres caractéristiques, un tel algorithme peut étre réorganisé (ordonnancement
des calculs qui le constituent) d’un tres grand nombre de facons différentes, pour
permettre de s’adapter au mieux au grain de parallélisme de la machine cible.

L’intérét d’un algorithme PRAM tres parallele (dans NC) est alors sa porta-
bilité intrinseque, i.e. son aptitude a étre implémenté de facon simple sur une
machine donnée pour obtenir un programme performant. La recherche de la
meilleure variante pour une machine donnée, nécessaire a ’obtention de perfor-
mances, concerne alors essentiellement le regroupement des taches de grain trop
fin — adaptation de grain — et 'ordonnancement. Par exemple, les algorithmes par
lignes ou par colonnes pour le produit matrice-vecteur peuvent étre vus comme
des variantes d’implémentation de ’algorithme parallele de grain le plus fin [46].

Mais pour que cet algorithme apporte des performances sur une machine a
p processeurs, encore faut-il qu’il soit de travail optimal. Or, le passage d’un
algorithme parallele a un algorithme parallele de travail optimal est bien sir loin
d’étre trivial.

Une premiere méthode pour obtenir des algorithmes de travail optimal est de

construire un algorithme moins parallele (de profondeur polynomiale et non plus
poly-logarithmique), mais qui conserve la notion d’extensibilité, c’est-a-dire que
I’accélération augmente proportionnellement au nombre de processeurs lorsque la
taille du probleme est suffisamment grande.
Dans le paragraphe 2.2, les outils introduits dans [50] pour classifier de tels al-
gorithmes sont présentés. L’inconvénient de cette approche est que I'algorithme
impose des contraintes lors de ’ordonnancement, et donc peut perdre en porta-
bilité par rapport a un algorithme de profondeur poly-logarithmique.

Une deuxieme méthode consiste a relacher les contraintes sur le modele PRAM :
plutét que de chercher un algorithme qui soit toujours dans N'C de travail opti-
mal, on cherche ici a construire un algorithme qui donne la solution du probleme
P, (et cela quelle que soit Iinstance, c’est-a-dire les données en entrée) presque
toujours en temps parallele poly-logarithmique avec un travail optimal.

Il ne faut pas confondre les algorithmes probabilistes, qui donnent (mais
pas toujours) la solution exacte d’un probleme, des algorithmes numériques qui
donnent une approximation de la solution d’un probleme. Notamment, les al-
gorithmes numériques de type Monte-Carlo, qui fournissent une approximation
aussi précise que désirée a partir de tirages aléatoires, ne sont pas des algorithmes
probabilistes. La cible des algorithmes probabilistes est en général les problemes

1. Ce chapitre est construit comme une suite au chapitre [45], et s’appuie sur les notions qui
y sont présentées.
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de décision, comme tester la primalité d’un entier, ou déterminer si une matrice
est inversible. Plus généralement, si par exemple on veut trier un ensemble, ou
ranger les éléments d’une liste par ordre dans un tableau, une solution approchée
n’est pas satisfaisante. La construction d’un algorithme probabiliste pour un tel
probleme vise alors a construire la vraie solution du probleme, avec un algorithme
tres performant quelle que soit I'instance du probleme (i.e. le pire cas ne peut
pas étre caractérisé), mais en acceptant — avec une probabilité faible — de ne pas
obtenir de réponse.

Les techniques qui régissent la construction d’algorithmes paralleles détermi-
nistes sont bien str utilisées pour la construction d’algorithmes paralleles proba-
bilistes, mais des techniques spécifiques sont nécessaires pour introduire le tirage
aléatoire dans 1’algorithme, et pour mesurer la complexité de 1’algorithme: ces
techniques sont proches de celles utilisées en algorithmique séquentielle probabi-
liste.

Dans ce chapitre, construit surtout a partir de [34, 26, 10], nous introdui-
sons les différents types d’algorithme probabilistes tout d’abord dans le cadre
séquentiel (§2.3), puis parallele (§2.4). Les paragraphes suivants sont consacrés
a la présentation de trois techniques de base pour la construction d’algorithmes
probabilistes :

— diviser pour paralléliser probabiliste (§2.5),
— introduction d’aléatoire par homomorphisme sur les entiers (§2.6),
— introduction d’aléatoire a partir d’une caractérisation algébrique (§2.7).

Ces techniques sont illustrées par des exemples caractéristiques d’algorithmes
paralleles probabilistes.

Pour des compléments sur les différents résultats de probabilité utilisés, le
lecteur pourra se référer a [18].

2.2 Algorithmes de travail optimal

En pratique, comme le nombre de processeurs réellement disponibles est faible,
un algorithme parallele de travail optimal, méme s’il n’est pas de temps poly-
logarithmique, s’avere intéressant pour autant qu’il reste “extensible”, c’est-a-dire
qu’il soit possible de tirer parti de la présence d’un nombre quelconque de proces-
seurs pour une taille suffisante des entrées. Pour classifier de tels algorithmes, une
extension de la notion d’algorithme “efficace” dans le cadre de N'C est proposée

135] [50].
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2.2.1 Algorithmes d’accélération polynomiale

Soit P, un probleme, et soit Ts(n) le temps du meilleur algorithme séquentiel
résolvant ce probleme. Soit A®) un algorithme paralléle résolvant ce probleme avec
un coiit O, (T//(n), H(n)), i.e. en temps parallele T),(n) avec H(n) processeurs.

L algorithme A®) est dit d’accélération polynomiale [34] (ou encore extensible)
s’il existe une constante ¢ < 1 telle que:

Tu(n®) = O (Tyy(n)) .

Soit W(n) = T)/(n)H(n) le travail de I’algorithme A(®). Pour préciser la sur-
charge de travail induite par un algorithme parallele d’accélération polynomiale,
Snir introduit la notion d’inefficacité. Ce terme est préféré a efficacité, puisque,
de par le principe de Brent [45], un algorithme parallele ne peut pas étre plus

rapide théoriquement qu’'un algorithme séquentiel.
L'inefficacité de A®) est dite:

— constante si

W(n) = O(Ty(n)).

On peut alors parler d’efficacité constante, le terme inefficacité constante
étant mal adapté a qualifier un algorithme performant.

— poly-logarithmique si
W(n) =0 (T.(n)log®™M(T,(n))).

— polynomiale si

W(n) =0 (T,(n)°V).

2.2.2 Illustration : inversion de matrice

Considérons comme probleme P, l'inversion de matrices dans un corps de
caractéristique nulle.

En parallele, il existe des algorithmes d’inversion de matrice dans N'C? depuis
longtemps [16]; mais ces algorithmes ne sont pas de travail optimal. Le meilleur
algorithme dans NC? est de travail n“*+3 [38].

En séquentiel, ’algorithme de Gauss fournit un algorithme de complexité n?.
Une parallélisation directe de cet algorithme (par une approche “Diviser pour
paralléliser”) fournit un algorithme de travail n®, mais de complexité temporelle
n . Méme si cet algorithme ne prouve pas I'appartenance a NC du probleme,
il est d’accélération polynomiale (donc extensible) et d’efficacité constante par
rapport a l'algorithme de Gauss séquentiel : il est donc intéressant en pratique.

De méme, une parallélisation directe de I’algorithme de Strassen [51] — ver-
sion “Divide & Conquer” de Gauss, de complexité n¥, w ~ 2,38 — fournit un
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algorithme de complexité O/ (n,n“~"). On obtient ainsi un algorithme d’accélé-
ration polynomiale et d’efficacité constante par rapport au meilleur algorithme
séquentiel connu.

Pour conclure ce paragraphe, il est a noter que des algorithmes paralleles
probabilistes de temps poly-logarithmique O(log®n) et de travail optimal sont
connus [31].

2.3 Classification des algorithmes probabilistes

Deux types d’algorithmes probabilistes sont distingués, aussi bien en séquen-
tiel qu’en parallele: les algorithmes de Monte-Carlo et les algorithmes de Las
Vegas. Pour ces deux types d’algorithmes, nous introduisons une définition intui-
tive, puis une plus formelle.

De maniere générale, un algorithme probabiliste utilise un oracle qui est ca-
pable de fournir des nombres aléatoires (avec des tirages indépendants), et de
méme distribution de probabilité.

Soit P un probleme, qui a une entrée x associe une sortie f(z).

2.3.1 Algorithme de Las Vegas

Un algorithme de Las Vegas délivre en sortie soit le bon résultat, soit 1’'indi-
cation qu’il lui est impossible de donner le résultat: on parle alors d’échec. La
caractéristique fondamentale est que 'algorithme de Las Vegas ne doit donner
un échec qu’avec une probabilité plus petite qu'une constante — disons % —, et ce
indépendamment de la taille n de I'entrée et de la valeur de I’entrée.

A la différence des algorithmes déterministes évalués avec une complexité en
moyenne, cela n’a donc pas de sens de parler de pire cas pour un algorithme de
Las Vegas. Si I'on exécute deux fois consécutives un algorithme de Las Vegas sur
une méme entrée x( arbitraire, la premiere exécution peut tres bien générer une
indication d’échec, alors que la deuxieme fournira le résultat.

De par I'indépendance des tirages, si la probabilité d’échec d’une exécution de
I’algorithme est plus petite que p, la probabilité d’échec de k exécutions (succes-
sives ou en parallele) sera plus petite que p*. Donc, méme si I’échec reste toujours
possible, sa probabilité peut étre rendue aussi petite que désirée, par une aug-
mentation soit du temps avec plusieurs exécutions séquentielles, soit du nombre
de processeurs avec plusieurs exécutions paralleles.

2.3.2 Algorithme de Monte-Carlo

A la différence d’un algorithme de Las Vegas, un algorithme de Monte-Carlo
peut donner une réponse erronée sans indication d’échec — on parle d’erreur —,
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mais cela avec une probabilité plus petite qu'une constante (disons %) Ici en-
core, de par I'indépendance des tirages, cette probabilité peut étre rendue, avec
plusieurs exécutions, aussi petite que désirée.

S’il existe un algorithme “verifier(y)” pour vérifier si la sortie y de I'algo-
rithme de Monte-Carlo est exacte ou erronée, il est alors possible de construire
un algorithme de Las Vegas en faisant suivre 'algorithme de Monte-Carlo de la
vérification de la correction de la sortie qu’il délivre.

Le probleme est que cette vérification peut étre plus cotiteuse que 1’algorithme
de Monte-Carlo, et conduise alors a un algorithme de Las Vegas inefficace. Le
principal inconvénient d’un algorithme de Monte-Carlo est donc qu’il n’est pas
possible de déterminer si la sortie qu’il délivre est correcte ou non.

2.3.3 Illustration sur I’exemple du quicksort

Nous considérons ici un premier exemple simple d’algorithme probabiliste,
afin de préciser les différences entre algorithmes de Monte-Carlo et de Las Vegas.
[.’étude détaillée de cet exemple sera reprise au paragraphe 2.5.2.

De maniere générique, les algorithmes de tri de type “quicksort” commencent
par partitionner la séquence a trier en deux sous-séquences autour d’un élément
pivot (d’un coté les éléments plus petits que le pivot, de Iautre les plus grands),
puis trient récursivement les deux sous-séquences :

Tri( n, X = (x_1, ..., x_n) ==
si n == 1 alors retourner X
sinon
piv := ChoisirPivot(n, X) ;
[X_inf, X_sup] := SeparerInfSup(X, X(piv) ) ;
retourner QuickSort(X_inf) ~ ( X(piv) ) ~ QuickSort(X_sup) ;
fin si ;
fin Tri ;

ou SeparerInfSup range dans le tableau X_inf les éléments de X inférieurs ou
égaux a X(piv) — a l'exception de X(piv) — et dans le tableau X_sup les élé-
ments de X strictement supérieurs a X(piv). L’opérateur = dénote 'opération de
concaténation de séquences.

La complexité de I’algorithme est liée a la procédure de choix du pivot. ’idéal
est de choisir le pivot qui sépare exactement en deux sous-tableaux de taille 3,
mais ce choix est couteux.

Il est bien connu qu’un choix déterministe arbitraire du pivot (premier élé-
ment par exemple, ou encore pseudo-médiane) permet d’obtenir une profondeur
moyenne des appels récursifs de O(logn), au prix d’un pire cas quadratique (par
exemple, si le tableau en entrée est trié dans le cas du premier élément en pivot).
On parle alors de complexité moyenne.

28



Un choix probabiliste du pivot (par un tirage aléatoire d’un indice entre 1 et
n) permet d’assurer que le pire cas ne se reproduira pas — indéfiniment tout au
moins — sur la méme séquence en entrée. On parle alors d’algorithme de Sherwood
[10].

Un algorithme de Monte-Carlo consisterait alors a n’effectuer des appels ré-
cursifs que sur une profondeur de K logn (K constante), et a retourner le tableau
obtenu alors. Le cotit de cet algorithme est O(nlogn), et il délivre en sortie soit
un tableau trié, soit un tableau non trié (erreur).

Si 'on ajoute a cet algorithme de Monte-Carlo la vérification que le tableau
est trié (de cotit O(n)), on obtient un algorithme de Las Vegas qui retourne soit le
tableau trié soit I'indication d’échec lorsque la vérification indique que le tableau
résultat est non trié.

Remarque. Ici, la procédure qui permet de vérifier que le résultat est correct
est tres simple, et par suite, ’algorithme de Monte-Carlo n’a pas d’intérét par
rapport a celui de Las Vegas. Mais pour d’autres problemes (notamment en al-
gebre linéaire), nous verrons que la vérification de la correction de la solution
peut étre tres cotiteuse. On pourra donc alors aussi s’intéresser a la construction
d’algorithmes de Monte-Carlo.

2.3.4 Une définition plus formelle

Nous reprenons ici la définition proposée dans [34] dans le cadre de problemes
caractérisés par une relation binaire R, entre I’ensemble £ des entrées et celui S
des sorties. Sur une entrée x € E le probleme consiste a trouver une sortie y € S
telle que Ry. Un algorithme déterministe résolvant ce probleme qui recoit en
entrée un élément x € E délivre en sortie I'une des deux réponses suivantes :

(1) un élément y € S tel que 2Ry,
(2) l'indication qu’il n’existe aucun élément y € S qui soit tel que 2Ry.
Un algorithme probabiliste peut renvoyer, outre ces deux réponses:

(3) l'indication d’échec, dans le cas ou il lui est impossible de déterminer s’il
existe ou non un élément y € S vérifiant zRy.

Si, sur une entrée z, il existe un élément y vérifiant 2Ry, un algorithme de
Las Vegas ou un algorithme de Monte-Carlo fournissent tous deux soit la réponse
(1) avec une probabilité supérieure a une constante p — disons % -, soit la réponse
(3) avec une probabilité inférieure a (1 — p).

Par contre, s’il n’existe aucun élément y € S vérifiant xRy, un algorithme de Las
Vegas fournit soit la réponse (2), soit le constat d’échec (3), avec une probabilité

29



inférieure a 1 — p. Un algorithme de Monte-Carlo retourne quant a lui toujours
le constat d’échec (3)2.

Exemple. Sil’on reprend I'exemple du tri, le probleme de décision associé peut
étre: étant donnés deux tableaux de n éléments X; et X2 en entrée, X; et X,
contiennent-ils exactement les mémes éléments?

Si l’on utilise ’algorithme de Las Vegas présenté précédemment pour trier les deux
tableaux X; et X, en entrée, puis que I'on compare les deux tableaux — dans le
cas du succes du tri de ces deux tableaux — on obtient alors un algorithme de
Las Vegas, qui est capable de décider, avec une probabilité suffisante, si les deux
tableaux sont différents (“zero-error”).

Si maintenant on utilise 1’algorithme de Monte-Carlo présenté précédemment
pour trier X; et X3, alors, mémesil’on peut décider avec une probabilité suffisante
que les deux tableaux sont les mémes (dans le cas ou les deux tris fournissent
deux tableaux identiques), il est impossible de décider, avec cet algorithme, si les
deux tableaux sont différents (“one-sided error”).

2.4 Modeéles PRAM probabilistes et classes RA/C
et ZNC

En séquentiel, la complexité d’un algorithme probabiliste est liée au temps
— et a 'espace mémoire — nécessaire a l’'obtention d’une solution correcte avec
une probabilité sufisamment grande (disons supérieure a %, ou, ce qui est encore
mieux, qui tend vers 1 quand la taille du probleme tend vers I'infini).
En parallele, comme pour les algorithmes déterministes [45], la complexité est
mesurée en termes du temps parallele 7)/(n) nécessaire a 'obtention d’une telle
solution, et du nombre de processeurs H(n) nécessaires pour obtenir ce temps.
Le travail - i.e. le produit 7),(n) x H(n) — est noté dans la suite W(n).

Pour introduire de 'aléatoire dans les algorithmes, il est nécessaire d’ajouter

aux modeles paralleles des primitives permettant d’effectuer des tirages aléatoires.

2.4.1 PRAM probabiliste

Une PRAM probabiliste est une PRAM ou chaque processeur est doté d’une
opération “alea” qui permet de générer des entiers aléatoires tirés selon une loi
uniforme dans {1,...,n°M}, n étant la taille des entrées (autrement dit un
nombre aléatoire ayant O(log n) bits). Cette primitive est de temps unité. Un tel
nombre peut étre stocké dans un emplacement mémoire, et manipulé en temps

2. C’est pourquoi un algorithme de Las Vegas est appelé algorithme “zero-error” alors qu’un
algorithme de Monte-Carlo est appelé algorithme “one-sided error” [34].
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constant. Les nombres aléatoires tirés par des processeurs distincts sont indépen-
dants.

Les classes de complexité définies sur le modele PRAM (EREW*, CREW*,
CRCW*) ont leurs équivalents probabilistes, préfixés par “Z”3 pour les algo-
rithmes Las Vegas, et par “R”* pour les algorithmes Monte-Carlo.

Par exemple, la classe ZCREW?* est 1’ensemble des problémes qui peuvent
étre résolus par un algorithme de Las Vegas s’exécutant sur une CREW-PRAM
probabiliste (lecture concurrente, écriture exclusive) en temps O(log“n) avec n®t)
processeurs. Un tel algorithme ne doit fournir un constat d’échec qu’avec une
probabilité inférieure a une constante (strictement inférieure a 1), % par exemple.

2.4.2 Circuit probabiliste

Un circuit booléen probabiliste a n entrées est un circuit booléen a n en-
trées auquel on ajoute, en nouvelles entrées, n°") bits aléatoires, indépendants,
et générés selon une loi uniforme dans {0,1}.

Les classes de complexité N'C* (et AC*) définies sur le modele booléen (et de
méme sur les circuits arithmétiques) ont leurs équivalents probabilistes, préfixés
encore par “Z” pour les algorithmes de Las Vegas, et par “R” pour les algorithmes
de Monte-Carlo.

Par exemple, la classe RAVC* est I’ensemble des problemes qui peuvent étre
résolus par une famille log-uniforme (cf [45]) de circuits booléens probabilistes
(Bo)nem, telle que B, a n®0) entrées, est de profondeur log" n et comporte
O portes booléennes. Ce circuit délivre sur ses sorties la solution — erronée

1

ou exacte — du probleme (exacte avec une probabilité supérieure a 7).

n

2.5 Diviser pour paralléliser probabiliste

La technique “Diviser Pour Régner” parallele [45] permet la construction d’al-
gorithmes performants, pour autant qu’il soit possible de réduire — efficacement —
la résolution du probleme initial a celle de sous-problemes de tailles équivalentes,
de fagon a garantir un temps parallele poly-logarithmique.

Or la recherche d’une telle réduction peut entrainer un cott important, soit
en ce qui concerne la découpe du probleme en sous-problemes, soit en ce qui
concerne la recombinaison des résultats des sous-problemes pour construire le
résultat final.

[’approche probabiliste consiste alors a trouver un moyen aléatoire permet-
tant de découper le probleme initial en sous-problemes, de telle maniere que leurs
tailles soient équivalentes avec une bonne probabilité. Une telle découpe est inté-

3. “Z” pour “Zero-error”
4. “R” pour “Random”
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ressante si elle permet une découpe et une reconstruction tres rapides (idéalement
de temps parallele constant).

2.5.1 Tri probabiliste

Par exemple, pour le probleme du tri, I'introduction de redondance permet
la construction d’un algorithme de tri non efficace (d’inefficacité polynomiale),
mais de temps parallele O(log n). La technique “diviser pour paralléliser” permet
la construction directe d’un algorithme de tri par partition-fusion [40]. Mais, s’il
est facile de découper en temps constant un tableau de taille n en deux sous-
tableaux de taille , la construction du tableau trié¢ par fusion des deux tableaux
triés obtenus apres résolution est plus difficile. Typiquement, une fusion bitonique
a une complexité O, (logn,n). L’algorithme obtenu a donc un temps parallele
log” n — et non plus O(log n) comme le tri par sélection — et un travail O(n log®n):
bien qu’efficace (inefficacité poly-logarithmique), il n’est donc pas optimal®.

Le choix déterministe d’une partition rend donc ici difficile 'obtention d’un
algorithme optimal.

Pourtant, 1’algorithme de quicksort présenté au paragraphe 2.3.3 contient du
parallélisme, et son travail — O(nlogn) — est optimal. L’inconvénient est que,
du point de vue parallele, il est possible d’obtenir un mauvais choix de pivot a
chaque étape de partitionnement, ce qui peut entrainer n étapes dans la découpe
parallele.

[.’étude probabiliste consiste alors a étudier sous quelles conditions le nombre
d’étapes est garanti avec une bonne probabilité comme étant poly-logarithmique,
sans changer le travail de I'algorithme. Nous obtiendrons ainsi (2.5.2) un algo-
rithme probabiliste de complexité

looZn.
O//(og n’logn)

donc de travail optimal.

Remarque. Pour obtenir directement plus de parallélisme, on peut alors en-
visager le choix aléatoire parallele de plusieurs pivots. Cette stratégie permet de
construire un algorithme probabiliste de tri de complexité [26]

0y, (logn,n)

donc non seulement de travail optimal mais aussi de temps parallele optimal.

5.11 est a noter que la fusion bitonique peut étre rendue optimale [5], mais le temps paralléle
reste O(log? n).
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2.5.2 Quicksort parallele

[’algorithme 2.3.3 se décompose de la maniere suivante:

1. Calcul du pivot X,

piv
k la position du pivot dans le tableau trié.

(tirage aléatoire) avec une complexité O, (1,1). Soit

2. Partition en deux sous-tableaux X, et X,,, : tous les éléments peuvent étre

comparés en parallele a X, en cotit O,/ (1,n). Pour ranger les éléments de

piv
Xi.¢ dans les & — 1 premieres cases du tableau X, il suffit de leur associer
une marque valant 1, les éléments de X,,, étant associés a une marque
valant 0. Le calcul de la somme préfixée des marques (ou une application
des sauts de pointeurs — list ranking —) permet alors de les ranger dans les
kE — 1 premieres cases de X avec un cout O, (log n, @) On procede de

la méme facon pour ranger les éléments de X.,, dans les (n — k) dernieres
cases de X, avec le méme cout.

3. Tri récursif en parallele des deux sous-tableaux X, et X,,,.

La complexité totale, apres équilibre des travaux, de la partition — étapes 1 et
2 —est donc Oy, (log n, %) et son travail est donc O(n) sur une EREW-PRAM.

La complexité de I'algorithme est alors liée a la profondeur des appels récursifs
— étape 3 —, i.e. au nombre de partitions qui sont effectuées séquentiellement.

Un mauvais choix systématique du pivot (qui délivre par exemple, a chaque
partition, le plus petit élément du tableau a partitionner comme pivot) est pos-
sible: dans ce pire cas, le nombre d’étapes séquentielles de partition est O(n).
Nous allons montrer qu’un tel choix est tres peu probable.

2.5.3 Analyse probabiliste de la complexité

Soit Probgepec(t) la probabilité que le tableau ne soit pas trié apres ¢ étapes de
partition de l'algorithme parallele. Soit Prob(éec)hec(t) la probabilité qu'un élément
arbitraire e du tableau a trier soit mal placé apres ¢ étapes.

D’apres I'inégalité de Boole (ou propriété de o-additivité [18]), la probabilité de
I'union de n événements est plus petite que la somme des probabilités de ces
événements. On en déduit que:

Proby

e

chec(t) < nProbl) (1) (2.1)

échec

On veut montrer que la probabilité que le tableau ne soit pas trié apres un nombre
proportionnel a logn partitions est faible: posons ¢ = K logn. Il s’agit donc de
déterminer une constante K qui soit telle que

(e)
PI’Obéchec(t)

n
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soit suffisamment petite.

Soit n; la taille du sous-tableau contenant e apres j étapes de partition. Le pro-

bleme revient a calculer la probabilité avec laquelle, apres une étape de partition
sur n; éléments, les deux sous-tableaux obtenus sont de taille proportionnelle-
ment plus petite que n;, soit une taille plus petite que 3% (% étant impossible).
Une telle partition est appelée partition reussie.
Une partition échoue (n’est pas réussie) si et seulement si I'un des sous-tableaux
est de taille plus petite que %, c’est-a-dire que le pivot a été tiré parmi les %
éléments les plus petits ou les = éléments les plus grands. La probabilité d’un
tel tirage est % On en déduit donc:

Prob (njH < —) > % (2.2)

Apres log% n étapes de partition réussie, 1’élément e est correctement placé
dans le tableau trié.
Pour que I’élément e ne soit pas correctement placé apres ¢ partitions, il est donc
nécessaire d’avoir effectué moins de log% n partitions réussies.
Les tirages successifs étant indépendants, les événements correspondant aux par-
titions réussies suivent une distribution de Bernouilli: cette distribution modélise
le jeu de pile ou face — succes avec probabilité p ou échec avec probabilité (1—p) —,
avec ici une probabilité de succes p = 1 (2.2).
Soit X; une variable aléatoire qui dénombre les partitions réussies des sous-
tableaux contenant 1’élément e apres les ¢ premieres étapes de partition, on a
alors :

Prob(éec)hec(t) = Prob(X; < log% n) (2.3)

Par propriété des distributions de Bernouilli, avec une probabilité d’échec de
p, X suit une distribution binomiale, d’ou :

Prob(X; <z) = ZC’fpi(l —p)

=0

Cette probabilité peut étre majorée en utilisant la borne de Chernoff [18], qui
permet de quantifier les événements rares — théories des grandes déviations —:

62 tp

Prob (X: < (1 —¢)pt) <e 2 (2.4)

ou € est une constante comprise entre 0 et 1.

Ici p = 1, et t = Klogin, la base % étant choisie par commodité. Posons
3

2
€= 14122’ qui est bien compris entre 0 et 1 en choisissant K > 2, en remplacant

dans (2.3) on obtient:

621\’10g4 n

Prob (Xt < log% n) <e A (2.5)
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1

Comme ¢ %4 " = n's ¥ il reste d’apreés (2.1) a déterminer K tel que:
<K—2)2 K o (2.6)
K log 3 ' '

K =4 convient.
On en déduit donc que la probabilité que le tableau ne soit pas trié apres
410g%n étapes de l'algorithme parallele tend vers 0 quand n tend vers +oc.

_n

Comme la complexité d’'une étape est O, (10g n, logn), la complexité totale de
I’algorithme probabiliste de tri proposé est avec une grande probabilité

n
Oy <1Og2 " os n) :

et cet algorithme est de travail optimal.

2.5.4 Tri parallele probabiliste optimal

Pour accélérer la phase de partition dans 'algorithme précédent, il est pos-
sible de choisir directement plusieurs pivots de facon a obtenir, en une étape de
partition, plusieurs seaux qui peuvent étre triés ensuite en parallele. C’est le prin-
cipe de ’algorithme suivant proposé par Reishuk [41], qui peut étre vu comme
une généralisation de 'algorithme précédent.

1. Tirer en parallele au hasard \/n — 1 éléments dans le tableau de n éléments

T a trier. On pose k = /n.

2. Trier ces éléments (en utilisant un algorithme de tri par sélection par
exemple). Soient pg = —o0, p1,. .., Pr_1, Pk = +00 les pivots ainsi obtenus.

3. Deux pivots consécutifs (p;, p;r1) définissent alors un seau B;, 0 < i < k.
Le tableau a trier est alors restructuré, en placant chacun de ses éléments
dans le seau qui lui correspond.

4. Le tri peut alors étre terminé en appliquant le méme algorithme récursive-
ment a chacun des seaux B;.

La complexité de cet algorithme est O//(logn,n). Nous donnons ci-dessous
une justification intuitive de ce coiit. L’analyse détaillée fait appel aux mémes
outils probabilistes que la démonstration donnée pour 1’algorithme précédent de
quicksort parallele. Une démonstration précise de ce cout peut étre trouvée dans
[41].

Nous supposerons donc ici pour simplifier ’analyse que le nombre d’éléments
dans chacun des seaux B; est de 'ordre de /n, c’est a dire que les pivots sont
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bien choisis (ce qui correspond au cas moyen). Le cotit de chacune des étapes est
le suivant :

— Tri par sélection des \/n pivots: O,/(logn,n).

— Formation des seaux B;. En structurant les pivots dans un arbre équilibré, le
calcul de l'indice [ du seau Bj, correspondant a un élément 25,0 <k <n
quelconque du tableau se ramene en séquentiel a une recherche dans un
arbre équilibré. Une telle recherche nécessite un temps log /n en séquentiel
pour chaque élément. Pour tous les éléments en parallele, on peut donc
calculer le tableau I;,0 < k < n tel que I’élement z;, est dans le seau By,
avec un cout O /(logn,n).

Il reste alors a compacter les seaux. Par une technique analogue a celle
utilisée pour I'algorithme de quicksort précédent (utilisation de préfixes
somme), cette opération peut étre effectuée avec un cotit O, (logn,n).

Le cotit temporel de cet algorithme récursif est alors:
T(n) <T(vn)+ alogn = O(logn)

et le nombre de processeurs nécessaires :
H(n) = Maz(n,sqrinH(\/n)) = n.

En conclusion, on obtient donc un algorithme de complexité parallele O,/ (log n, n).
Cet algorithme est optimal en travail.

Remarque. La faible complexité de communication de cet algorithme —
O(n) — et son travail tres proche de celui du quicksort séquentiel (qui est le
meilleur algorithme pratique) font que cet algorithme permet d’obtenir de tres
bonnes performances expérimentales lors de I'implémentation sur un support dis-
tribué [19]. 1l est cependant alors nécessaire d’une part de stopper la découpe
récursive des que la taille des seaux est inférieure a un seuil de granularité et
de mettre en ceuvre une stratégie de régulation de la charge (ordonnancement
en-ligne), les seaux étant de taille variable et le temps de 'algorithme de tri
séquentiel imprévisible.

2.6 Homomorphisme sur les entiers

Nous avons vu qu’un algorithme probabiliste PRAM est toujours construit
a partir d’un oracle générant des entiers aléatoires (ou des bits dans le cas des
circuits). Pour introduire des entiers dans un probléme P — de décision ici® —

défini dans un ensemble I, une méthode consiste a transformer le probleme initial

6. Cette technique est généralisable, comme nous le verrons dans I’exemple du filtrage de
chaines, & des problémes qui ne se décrivent pas initialement comme un probléme de décision.
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pour le ramener a un probleme équivalent (isomorphe) Pz dans les entiers — ou
les rationnels —, en construisant un homomorphisme ® : £ — 7Z adapté. Si le
probleme Py calcule en sortie un entier sz, la solution s au probleme P initial doit
alors s’exprimer comme un test de nullité de cet entier, par exemple s = (s5 =70).

Pour obtenir un algorithme parallele pour résoudre P, il faut construire un
algorithme parallele Az pour résoudre le probleme Py. Nous supposerons dans ce
qui suit, pour éviter les problemes [42], que Az ne contient pas de branchements
— ou au plus un nombre fini indépendamment de la taille des entrées —: Ay est
donc un circuit arithmétique et non un circuit booléen-arithmétique [53].
Généralement, les entiers manipulés par I'algorithme Aj; peuvent étre grands.
Par suite, méme si ’algorithme Az a un travail optimal en terme d’opérations
arithmétiques sur 7Z, il peut s’avérer tres inefficace en arithmétique booléenne,
si les entiers sont plus grands que O(1)". Pour limiter le cout de I’arithmétique
entiere, on peut alors effectuer les calculs modulairement, i.e. calculer Aj; dans
7./ pZ, ot p est un entier choisi aléatoirement (plus petit que n°M). p peut étre
choisi premier ou non, selon les besoins (notamment si ’algorithme nécessite ou
non des divisions). On construit ainsi un algorithme de Monte-Carlo:

1. tirer au hasard un entier p dans {1,..., M},

2. effectuer les calculs de l'algorithme Ay dans Z/pZ: on obtient en sortie
S2p = szmodp,

3. si szp # 0 alors sz # 0: on peut alors calculer sans échec la solution du
probleme P.
Sinon, on ne peut pas décider si sz est nul ou pas, puisque, si cet entier est
un multiple non nul de p, I'algorithme modulaire renvoie sz, = 0, alors que
sz # 0: on a donc ici une possibilité d’échec.

Nous montrerons, sur I’exemple des chaines de caracteres, que la probabilité
d’échec de cet algorithme de Monte-Carlo peut étre rendue petite lorsque la taille
des entiers manipulés par I’algorithme déterministe Ay est bornée par n®M.

Obtention d’un algorithme de Monte-Carlo efficace. Une remarque im-
portante est que, si I'algorithme Az a un travail optimal en terme d’opérations
arithmétiques sur Z, alors I'algorithme de Monte-Carlo est efficace : son inefficacité
est au plus poly-logarithmique, les opérations modulo p pouvant étre effectuée
séquentiellement en temps inférieur a O(log plog log ploglog log p), donc borné
par log't*n, avec lim,_,., ¢ = 0. De plus, il est toujours possible de précoder
les calculs dans une table (a M x M entrées). L’utilisation de la technique “2
pour 3” pour réduire les additions permet, si le circuit Az n’admet que des che-
mins comportant un nombre borné de multiplications, d’ajouter alors seulement
un terme O(logn) a la complexité de I’algorithme, qui ne change donc pas son
travail. Dans la suite, nous supposerons que la complexité du produit de deux
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entiers de n®(") bits est O(log n), en négligeant le facteur log log n log log log n dii
a cette opération.

Transformation en algorithme de Las Vegas. S’il existe un algorithme
pour vérifier la justesse de la solution, il peut étre transformé en algorithme de
Las Vegas. Par ailleurs, il est toujours possible de le transformer en un algorithme
déterministe, par utilisation du théoreme chinois des restes: il suffit de lancer
plusieurs exécutions de ’algorithme avec suffisamment de nombres — relativement
premiers ici —, pour pouvoir remonter par interpolation la solution du probleme
sur les entiers: mais si les entiers manipulés sont grands, on obtient un travail
exponentiel par rapport a celui de 1’algorithme probabiliste.

Cette technique de calcul par homomorphisme est illustrée ci-apres sur le
probleme de la recherche de chaine de caracteres dans un fichier.

2.6.1 Filtrage de chaines de caracteres

Soit £ = ({0,1}*,A,€) 'ensemble des chaines de caracteres (codées en bi-
naire), A désignant I'opération de concaténation de chaines et ¢ la chaine vide
(monoide). Etant données en entrée deux chaines Y = (Yo, - yn) et X =
(zoy...,%m) (on supposera m < n), le probleme consiste a trouver toutes les
occurrences de la chaine X dans Y, autrement dit ’ensemble K :

K = {k < nfyk. . yrom = X}

Une étude complete de ce probleme est effectuée dans [2]. En séquentiel, le
premier algorithme optimal de complexité O(n + m) est du a Boyer et Moore
[9], mais il est peu parallele. Il est facile de construire un algorithme parallele en
introduisant de la redondance: il suffit de comparer, en parallele pour tout k, la
chaine Y; = (yx ... Yp4+m) ala chaine X — avec un cotit O, (log m, 2 ) — puis de

’ logm

compresser les résultats obtenus (par un algorithme de list-ranking ou de somme
préfixée, de la méme facon que pour le quicksort) pour former I’ensemble K avec
un coiit O, /(log n, @) Le probleme appartient donc & A'C', mais I’algorithme
ainsi construit n’est pas efficace. L’inefficacité provient ici de la localisation des
occurrences de X dans Y (de travail nm) et non de la compression (de travail n).

Nous présentons ici un algorithme probabiliste efficace pour localiser toutes
les occurrences de X dans Y, di a Karp et Rabin [33] [2]. Des extensions de cet
algorithme pour des problemes de filtrage multi-dimensionnel sont présentés dans

[26].

Plongement du probléeme dans les entiers

[’espace FE de départ étant muni d’une loi A associative, non commutative
et qui possede un élément neutre ¢, il est nécessaire de construire un espace F
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— construit a partir des entiers — qui possede au moins une telle opération (et
éventuellement une structure plus riche).

[’espace des matrices carrées de dimension 2, muni du produit de matrices, a
une telle structure. Pour pouvoir rendre 'opération de concaténation inversible,
on plonge le probleme dans ’espace &

£ ={M € Myy/det(M) =1}

des matrices de déterminant 1, ce qui permettra de les inverser. Dans la suite, on
note [ la matrice identité de £. L’homorphisme de structure ® doit vérifier:

Ple)=1
{ @Ea)/\ b) = B(a)B(b) V(a,b) € E? (2.7)

® est alors completement caractérisé par la donnée de ®('0") et ®(’1’). Pour que
® soit injective — de facon a ce que deux chaines distinctes soient associées a deux
matrices distinctes — on pose:

B('0) = G ?) (1) = (é }) (2.8)

Il est facile de montrer que ® ainsi construite est un homorphisme injectif de
structure, donc que E est isomorphe a ®(F) C £.

Remarque. Concaténer un 0’ a gauche d’une séquence s peut se calculer de
la fagon suivante:

@(’0’/\5):@(’0’)@(8):(1 ?) (i Z):<afll—c bid)

ce qui équivaut a remplacer la gieme ligne de ®(s) par la somme de ses 2 lignes.
De méme,

— concaténer un '1” a gauche d’une séquence s équivaut a remplacer la ligne
1 par la somme des 2 lignes,

— concaténer un 0’ a droite d’'une séquence s équivaut a remplacer la colonne
1 par la somme des 2 colonnes,

— concaténer un 1’ a droite d’une séquence s équivaut a remplacer la colonne
2 par la somme des 2 colonnes.

Soit Vi = (yk - . - Yrtm ), Mx = ®(X) et My = ®(Y}). Les matrices M}, peuvent
étre calculées optimalement en parallele (en comptant le nombre d’opérations sur
les entiers, et non sur les booléens).

En effet: posons Ay = ®(yo...yx), 0 < k < n. Les matrices Ay sont les préfixes
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— pour I'opération produit de matrices dans € — des matrices ®(yyx). Elles peuvent
donc étre calculées avec un cotit Oy, (log n, %) : la remarque précédente montre
en effet que 'opérations de base — le produit de deux matrices ®(a) et ®(b) — se
ramene a 2 additions.

Posons A_; = I. On a alors:

Mk = A];_llAIH_m \V/ 1 § k § n

et les matrices M, peuvent étre obtenues a partir des matrices A, avec un cott
de Oy, (log n, @) et donc un travail O(n) optimal.
[.’algorithme s’écrit finalement :

1. Calcul de ®(xy,...,2,) = Mx

2. Calcul de Ay = ®("yo...yL), 0 < k < n (calcul de préfixes)
3. Calcul de A7, inverse de A, (de déterminant 1)

4. Caleul de My, = A7} Ay, 0 < k <

5. Pour £ =0,...,n —m, comparaison de M} et Mx, pour déterminer toutes
les occurrences de X dans Y.

Par récurrence, si s est une chaine de ¢ caracteres, les coefficients de ®(s) sont
bornés par 2'. Par suite, les entiers manipulés par cet algorithme sont plus petits
que 2", et donc tres grands. La technique introduite dans cette section consiste
alors a construire un algorithme probabiliste de Monte-Carlo en effectuant non
pas les opérations arithmétiques exactes (trop cotiteuses), mais modulo un nombre
p petit, tiré au hasard, plus petit que n®®) (i.e. ayant au plus O(log n) bits).

Cela revient a remplacer ® par I’homomorphisme @, :

¢,(z) = ®(x) mod p Vere E

®, n’étant alors plus injectif, il est possible d’avoir deux chaines a et b distinctes
qui vérifient ®,(a) = ®,(b). Dans la suite, nous allons montrer que ceci ne peut
se produire qu’avec une probabilité inférieure a une constante.

L’algorithme précédent, avec ®,, délivre donc en sortie un sur-ensemble de
K : certaines sous-chaines de Y obtenues en sortie sont différentes de X, mais
toutes les occurrences de X apparaissent en sortie. On a donc ainsi construit un
algorithme de Monte-Carlo: I'analyse de complexité présentée ci-dessous montre
que sa probabilité d’échec peut étre rendue aussi petite que désiré. Il est donc
dans REREW! et de travail optimal.

Pour le transformer en un algorithme de Las Vegas, il suffit de vérifier que
les sorties de 1’algorithme de Monte-Carlo sont bien des occurrences de X, en
comparant les chaines de caracteres.
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Analyse de la complexité

Soit p un nombre premier et @, 'homomorphisme de structure induit.

Soit K = {k/Yr # X}. Le cardinal de K est plus petit que (n —m). L’al-
gorithme proposé filtre incorrectement (€échec) toutes les chaines Yy (k € K') qui
vérifient :

®,(Yi) — 0,(X) =0
Posons N, = ®(Y;) — ®(X): il y a donc échec §’il existe k € K tel que:
Ny mod p =0,

ce qui équivaut a dire que p divise Nxy = [[,cx Ni. La probabilité que I’algo-
rithme de Monte-Carlo produise un échec est donc bornée par:

Prob(échec) = Prob(p divise Nx y)

Nous avons vu que, si s est une chaine de longueur i, les coefficients de ®(s)
sont bornés par 2¢. Par suite, Nxy <27,

Nxy admet donc au plus nm facteurs premiers.

Soit p un nombre premier tiré uniformément dans I’ensemble des nombres
premiers plus petits que a, ot o est un entier donné (plus petit que n°M"). Le
nombre 7(«) d’entiers premiers plus petits que a vérifie:

! !

<7 <13
log, a0 — m(a) log, a

La probabilité que I'algorithme de Monte-Carlo produise un échec est donc bornée
par:
Prob(échec) < m
(a)
Posons a = n?m. La probabilité d’échec, lorsque p est un nombre premier tiré
uniformément dans {2,...,n?m} est donc bornée par

3logn

n

qui tend asymptotiquement vers 0.

Exemple. Pour n = 10° m = 10%: si I'on tire p au hasard parmi les nombres
premiers plus petits que 10'* (codables exactement dans un flottant double pré-
cision), la probabilité d’échec de I'algorithme de Monte-Carlo proposé est donc
inférieure a 1074,

On a donc obtenu un algorithme de Monte-Carlo dans REREW! qui filtre
toutes les occurrences d’une chaine de longueur m dans une chaine de longueur

n
] o
Oy (ogn, log n)

n avec une complexité

et donc un travail optimal.
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De Monte-Carlo a Las Vegas

On suppose ici que la chaine X n’est pas périodique: il y a donc au plus >

occurrences de X dans Y.

Pour rendre I'algorithme précédent déterministe, il suffit de vérifier que toutes
les chaines trouvées par 1’algorithme de Monte-Carlo précédent sont bien égales
a la chaine X. La comparaison de 1’égalité de deux chaines de longueur m peut
se faire optimalement en O/, (log m, IOZ—m .

Mais il se peut que I’algorithme de Monte-Carlo délivre O(n) occurrences, avec
une tres faible probabilité comme nous 1’avons montré précédemment. Dans ce
cas, la vérification déterministe prend une complexité O, (log m, l:;m), et rend
I’algorithme inefficace.

Il est donc préférable de construire, a partir de cette vérification possible, un
algorithme de Las Vegas:

1. Appliquer I'algorithme de Monte-Carlo précédent.

2. Si lalgorithme délivre en sortie plus de ™ occurrences alors délivrer en
sortie un constat d’échec.

3. Sinon, vérifier toutes les occurrences trouvées, et délivrer en sortie toutes
les occurrences Y}, égales a X.

La complexité de cet algorithme est

n
] e
Oy (ogn, logn)

et il est donc optimal. De plus, il ne délivre un constat d’échec qu’avec une
probabilité inférieure a celle d’échec de 1’algorithme de Monte-Carlo, donc tres

faible.

2.7 Test de nullité d’un polynéme

De nombreux problemes peuvent étre ramenés au probleme de décidabilité
de la nullité d’une expression algébrique [53], dont les coefficients sont définis a
partir des entrées. Le test de nullité d’un polynéome peut étre ramené au probleme
de ’évaluation de ce polynome, donc d’une expression ou d’un programme arith-
métique. Des techniques générales [42] permettent de construire des algorithmes
paralleles déterministes qui évaluent efficacement un polynéme, méme représenté
sous forme de circuit.

Le probleme est que, du fait du nombre d’indéterminées du polynome, il peut
étre nécessaire de I’évaluer en un nombre exponentiel de points pour décider de
maniere déterministe de sa nullité.
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La propriété suivante, diie a Schwartz [49] (dont une démonstration peut étre
trouvée dans [26]), permet de construire un algorithme de Monte-Carlo pour
décider de la nullité d’'un polynéme a partir de son évaluation en un nombre
réduit de points.

Propriété [49]. Soit P(x1,...,2,) un polynome a n variables, a coefficients
dans un corps K, et de degré d et soit I un sous-ensemble fini de K de cardinal
c. Soit (ay,...,a,) un n-uplet de K™ tiré uniformément dans I".

St P n’est pas identiquement nul, alors :

Prob(P(ay,...,a,) =0) <

o

(2.9)

Cette propriété permet la construction d’un algorithme de Monte-Carlo pour
un probleme donné, des qu’il est possible de le réduire au test de nullité d’un
polynome. Il suffit de construire un algorithme parallele qui permet d’évaluer le
polynome en un point, avec en entrée de 1’algorithme ce point. En tirant aléatoire-
ment les valeurs des entrées de 1’algorithme d’évaluation, et en le calculant sur ces
entrées aléatoires, on obtient un algorithme probabiliste. Pour avoir une proba-
bilité d’erreur inférieure a % (ou qui tend vers 0 quand la taille du probleme aug-
mente), il suffit d’effectuer le tirage aléatoire des valeurs dans un sous-ensemble
suffisamment grand.

Cette technique algébrique s’applique a de nombreux problemes, et notam-
ment en théorie des graphes [26] et en calcul algébrique [8]. Deux exemples en
algebre linéaire sont présentés ci-apres: la vérification d’un produit de matrices

et le calcul du rang d’une matrice.

2.7.1 Vérification probabiliste du produit de deux ma-
trices

Soient A, B et ' trois matrices carrées de dimension n a coefficients dans un
anneau R. Le probleme consiste ici a vérifier si AB = C.

Un algorithme déterministe pour ce probleme revient a calculer un produit
de matrices, et a donc une complexité arithmétique”

0y, <logn MW).

" logn

La propriété (2.9) permet de construire un algorithme de Monte-Carlo de com-

2
1 v
O// (ogn, logn)

7. M (n) étant le nombre de processeurs nécessaires au calcul d’un produit de matrices carrées
de dimension n en temps O(logn): n? < M(n) < n3.

plexité arithmétique
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donc beaucoup plus performant, en le ramenant a des produits matrice-vecteur.
Il est clair que AB = (' si et seulement si

(AB—C)z=0 VzeR" (2.10)

Posons = = [z1,...,2,]" et P(z) = ABz — Cz. L’équation (2.10) se ramene
a vérifier si le polynome P, a n indéterminées (z1,...,z,) et de degré 1, est
identiquement nul.

Cette propriété permet alors d’écrire ’algorithme de Monte-Carlo suivant.
Soit [ un sous-ensemble fini de R, de cardinal c.

1. Tirer uniformément un vecteur a = [ay, ..., a,]" dans I".

2. Calculer uy = Ba, uy = Auy et us = C'a. Ce calcul, qui consiste en trois
n2

produits matrice vecteur, a un coiit: Oy, (log ) g )

3. Si uy — uz = 0 alors retourner vrai sinon retourner fauz.

D’apres (2.9), la probabilité d’échec de cet algorithme (cas ou il renvoie vrai alors
que AB # (') est bornée par L. En choisissant I = {0,1} (éléments neutres pour
I’addition et la multiplication dans R), on obtient donc une probabilité d’échec
pour cet algorithme inférieure a % En réitérant k fois cet algorithme, on obtient
donc une probabilité d’échec inférieure a 2%

On a donc ainsi construit un algorithme de Monte-Carlo dans EREW!, et de
travail optimal O(n?).

2.7.2 Rang et formes normales

Soit A une matrice carrée de dimension n a coefficients dans un corps K. On
s’'intéresse a calculer le rang de A, c’est-a-dire le nombre de lignes linéairement
indépendantes dans A. Nous présentons ici I'algorithme de Las Vegas introduit
dans [8] pour résoudre ce probleme.

Le rang de A est la dimension du mineur de A inversible de plus grande
dimension. Autrement dit, si A est de rang r, il existe une matrice de permutation
de lignes L et une matrice de permutation de colonnes C' qui sont telles que le
mineur principal de dimension r de la matrice LAC est de déterminant non nul,
alors que les déterminants de tous les autres mineurs principaux de dimension
supérieure a r de LAC sont nuls.

Un algorithme de Monte-Carlo

Soit r le rang de A, et soient (L, ;) et (C;;) (1 < 1,5 < n) les coefficients des
matrices L et C.

Soit A; le mineur principal de dimension ¢ de LAC, et §;(L,C) son déter-
minant. §; s’écrit comme un polynéme, dont les indéterminées sont les (I; ;) et
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(Ci;), et de degré 2n. Cela provient du fait que les coefficients de LAC sont de
degré 2, et que le déterminant d’une matrice est une forme multi-linéaire de ses
coefficients.

Nous supposons ici pour simplifier que K est de cardinal infini. Par propriété
du rang, il existe au moins une paire de matrices (L, () telle que les mineurs
principaux de dimension strictement inférieure a r de LAC sont de déterminant
non nuls. Par suite, le polynome 4,(L, C') ne peut pas étre identiquement nul :

5(L,C)#0 pour 1<i<r.

Le rang de A est alors le plus grand entier 7, 1 < 1 < n, tel que le polynéme 9;
n’est pas identiquement nul.

Soit [ un sous-ensemble fini de K, de cardinal ¢. De la méme facon que pour
I’exemple précédent, il est alors possible de construire 1’algorithme de Monte-
Carlo suivant pour calculer le rang:

1. Tirer aléatoirement deux matrices L et C, i.e. 2n* coefficients dans I (L; ;
et Cfm', 1 § I,] § n)

2. Calculer le produit D = LAC.
3. Pour i =1,...,n, calculer d; = det(D;), et poser dy = 1.
4. Retourner s = Maxy—o,. .{k/dr # 0}.

Dans tous les cas, cet algorithme renvoie un entier plus petit que le rang (par
exemple si 'on tire pour L la matrice nulle). Il y a échec lorsque 'entier retourné
est strictement plus petit que le rang r de la matrice A. La probabilité de cet
échec est celle que ’évaluation d; du polynome 4; donne une valeur nulle, alors
que le polynéme §; n’est pas identiquement nul. D’apres (2.9), la probabilité d’un
tel échec est bornée par 27”

En choisissant pour [ un sous-ensemble de cardinal ¢ = 4n (¢ est bien borné
par un polynoéme en n) on obtient donc un algorithme de Monte-Carlo de pro-
babilité d’échec bornée par % Les tirages étant indépendants, pour avoir une
probabilité d’échec inférieure a 2%, il suffit alors d’appliquer (successivement ou
en parallele) k& fois I'algorithme précédent, et de retourner comme résultat le
maximum des entiers retournés par les k exécutions, ou de choisir parmi 25+t!n
éléments.

Finalement, comme le calcul du déterminant — dont le cotlit domine la com-
plexité de I'algorithme — appartient & EREW%, on en déduit que le calcul du
rang dans un corps K quelconque® appartient & REREW?%.

8. Cas out K est de cardinal fini. Si K est de cardinal fini, [8], le choix I = K ne suffit pas
toujours pour assurer une probabilité d’échec inférieure a une constante strictement inférieure
a 1. De maniére générale, la technique consiste alors & augmenter artificiellement le cardinal de
K en le plongeant dans une extension de cardinal suffisante [23].
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De Monte-Carlo a Las Vegas

On utilise ici comme point de départ ’algorithme de Monte-Carlo ( My ) précé-
dent de probabilité d’échec 2%, obtenu soit par un choix de I de cardinal ¢ = 2F*'n,
soit par k exécutions de I'algorithme.

Soit s le rang retourné par (My), avec A en entrée. Pour construire un algo-
rithme de Las Vegas, il reste a exhiber un mineur de A inversible, et de montrer
que sa dimension s est maximale.

L’algorithme (Mj) permet facilement de construire un sous-ensemble [7,, de
cardinal s, de lignes linéairement indépendantes. Soit s; = Maxy—o . ;{k/dr # 0},
1 = 1,...,n. Il suffit de choisir pour I, tous les indices 7 tels que s; > s;_1: en
effet, la ligne ¢ est alors linéairement indépendante avec toutes les lignes d’indices
inférieurs.

Soit alors A’, la matrice carrée de dimension n dont la ligne ¢ est la ligne ¢ de A
lorsque ¢ € I, et nulle sinon. Soit s’ le rang calculé par I’algorithme (Mjy), avec
A’ en entrée.

Une technique analogue a celle utilisée pour calculer 7, permet de calculer un
sous-ensemble [ de colonnes de A linéairement indépendantes.

Si I, et I sont de cardinaux différents, alors il y a eu échec et 'algorithme
de Las Vegas retourne un constat d’échec.

Un candidat comme mineur maximal de A est la sous-matrice carrée A, de
A de dimension s, formée par les coefficients de A d’indices de lignes dans [, et
de colonnes dans Io. Aj est inversible. Il reste donc a montrer que ce mineur est
maximal. Soit As(i,j), pour ¢ € I, et j € I la matrice de carrée de dimension
s+ 1, formée par la matrice A; bordée en bas (resp. a droite) par les coefficients
de la ligne i (resp. de la colonne j) de A et d’indices de colonne dans I (resp.
de ligne dans I1). A, est un mineur de rang maximal si et seulement si toutes les
matrices As(i,j) (¢t € I, 7 & Ic), sont de déterminant nul.

Si tel est le cas, I'algorithme de Las Vegas retourne s comme rang, et sinon
retourne un constat d’échec.

La probabilité du constat d’échec est alors plus petite — d’apres I'inégalité de
Boole — que 22%, donc plus petite que % pour k = 2.

La complexité de cet algorithme de Las Vegas pour le rang est

oy (10g2 n, nM(n)) :

Il est donc d’inefficacité polynomiale, puisqu’en séquentiel, a partir d’une adap-
tation de I’algorithme de Strassen, la complexité de ce probleme est O(M(n)).

Algorithmes déterministes et formes normales

Dans I'algorithme de Las Vegas précédent, méme si le travail de 'algorithme
n’est pas augmenté de plus d’'un facteur constant par rapport a 1’algorithme de
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Monte-Carlo, la construction de la vérification introduit des calculs supplémen-
taires, et la construction d’objets qui ne sont pas nécessités par I'algorithme de
Monte-Carlo.

Cet algorithme est important: la technique présentée ici est a la base des
algorithmes probabilistes efficaces connus pour ce probleme. Il est a noter que
le calcul du rang d’une matrice dans un corps quelconque a été montré dans
NC} (algorithme déterministe de Mulmuley [37]), en utilisant une toute autre
caractérisation du probleme. Mais aucun algorithme déterministe efficace n’est
connu pour ce probleme.

Ces deux remarques sont générales en algebre linéaire, et tout particulierement
pour le calcul des formes normales :

— a partir d’algorithmes de Monte-Carlo efficaces pour le calcul de la forme
de Jordan par exemple [23], la construction d’un algorithme de Las Vegas
pour les mémes problemes nécessite la construction des matrices de passage.
Cette construction est couteuse.

~ des algorithmes probabilistes [29] pour ce probleme ont été trouvés avant
des algorithmes déterministes [47]. Des algorithmes probabilistes efficaces
sont connus [23].

Notons que, de méme que pour le rang, pour Jordan encore des algorithmes
déterministes mais inefficaces existent qui utilisent de tout autres méthodes pour
résoudre le probleme [47, 21].

2.8 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitres des techniques générales qui per-
mettent la construction d’algorithmes probabilistes: “diviser pour régner” proba-
biliste, homomorphisme sur les entiers, vérification d’identités polynémiales. Ces
techniques sont utiles pour construire:

— des algorithmes paralleles pour des problemes pour lesquels de tels algo-
rithmes ne sont pas connus en déterministe,

— des algorithmes performants, de travail optimal ou efficace.

Ces techniques peuvent étre utilisées pour un tres large spectre de problemes, et
tout particulierement en algebre linéaire [6] et en combinatoire [26].

Les différents exemples didactiques explicités dans ce chapitre montrent que
de tels algorithmes sont basés sur une approche du probleme différente de celles vi-
sant directement a la construction d’algorithmes déterministes: en algorithmique
probabiliste, on s’intéresse a exhiber des instances du probleme pour lesquelles
il est possible de construire une solution déterministe performante, et auxquelles
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une transformation aléatoire d’une entrée quelconque permet de se ramener avec
une probabilité suffisante.

On peut alors s’intéresser a rendre déterministe un algorithme probabiliste,
en se ramenant de maniere déterministe et efficace a ces “bonnes” instances.
Sous certaines hypotheses particulieres, des transformations systématiques ont été
exhibées [36] pour rendre déterministe un algorithme probabiliste, sans augmenter
d’un facteur plus que poly-logarithmique le travail de 1’algorithme.
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