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RESUME. Dans cet article, nous proposons un nouvel algorithme paralléle de calcul des préfixes pour
des processeurs dont la vitesse ou le nombre peut varier en cours d’exécution. Basé sur le couplage
récursif d’'un algorithme séquentiel optimal et d’'un algorithme paralléle non optimal mais récursif a
grain fin, il exploite un ordonnancement dynamique de type vol de travail (Cilk, Kaapi). Sa perfor-
mance théorique est analysée sur p processeurs a vitesses variables, de vitesse moyenne Il ye.
Bien que cet algorithme adaptatif est indépendant du nombre de processeurs, son temps d’exécution
est équivalent a ﬁ’{pﬂ) ce qui est optimal si les processeurs sont identiques (i.e. ITgye = 1).
Expérimentalement, cet algorithme adaptatif est comparé a un algorithme optimal pour un nombre
fixé p de processeurs identiques avec ordonnancement statique optimal sur une machine SMP octo-
processeurs. Méme pour des petites valeurs de n (100) et de p (de 1 a 8), ses performances sont
analogues dans le cas ou les processeurs sont dédiées au calcul, et il est beaucoup plus rapide dans
le cas général ou la machine exécute concuremment d’autres processus (cas multi-utilisateurs).

ABSTRACT. In this paper, we propose a new algorithm for parallel prefix computation for processors
which number or speed may vary during execution. Based on the coupling of two algorithms,—one
sequential, the other one parallel and fine grain—, it involves an on-line workstealing scheduling. Its
theoretical perfomance is analyzed on p processors with variable speed, the average speed being
II4ve. While this adaptive algorithm is independent from the number p of processors, its execution
time is equivalent to #’&)H) which is optimal when processors are identical (i.e. IIgpe = 1). It
has been experimented on an octo-processor SMP machine and compared to an optimal algorithm
for a fixed number p of processors with an optimal off-line scheduling. Even for small values of n (100)
and of p (1 to 8), its performances are analoguous when the machine is dedicated to the computation,
and it is faster when the machine concurrently executes other processes (multiuser case).
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1. Introduction

Etant donnéscg, x1, ... x,, lesn préfixesn, pourl < k < n, sont définis par
T = To % T1 % ...* T OUx est une loi associative.

Le calcul des préfixes est une opération qui apparait dans de nombreux algorithmes
notamment I'évaluation de polyndmes et les additions modulaires [3], le packing, la pa-
rallélisation des boucles [9].

Le calcul séquentiel itératif des préfixes requiedpérationsc. Mais tout circuit pa-
rallele de profondeut requiert au moin&n — d opérations: [4]. Le temps paralléle mini-
mal est2(logn) sur une machine sans écriture concurrente. Ladner et Fischer proposent
un algorithme paralléle [7] de temf@sdog n avec2n opérations ; Fich [4] montre que cet
algorithme est asymptotiquement optimal car tout algorithme de téoaps nécessite
4n opérations. L'algorithme de Ladner-Fischer est a grain fin, indépendant du nombre de
processeurs effectivement disponibles; il peut étre émulg puscesseurs identiques en
temps asymptotiqu%pﬁ + 0(log n) pourp < @ mais effectu@n opérations donc n’est
pas optimal.

Nicolau et Wang [9] montrent qu’une borne inférieure pour le temps parallélg sur

processeurs est supérieur{}&%} pourn > p(p + 1)/2; ils donnent un algorithme,

basé sur une découpe én+ 1) blocs et un pipeline entre blocs, qui atteint cette borne.
Pourn > p, cette borne est aussi atteinte par I'algorithme rappelé dans la section 3
de tempspﬂ"1 + O(p) et strictement optimal en nombre d’opérations. Les différentes
implantations proposées, sur architectures distribuées ou circuits dédiés [3], dépendent
toutes du nombrg de processeurs et d’'un ordonnancement statique. L'inconvénient d'un
algorithme optimal poup processeurs fixé est que le nombre d’opérations est au moins
2% fois supérieur au nombre d’opérations de I'algorithme séquentiel.

Ces algorithmes, bien qu’optimaux guproceseurs, ne sont pas performants si I'on
dispose d’'une machine avec des processeurs différents, ou d’'une machine utilisée par plu-
sieurs utilisateurs car la charge des processeurs varie au cours de I'exécution. Pour traiter
ce probleme, nous proposons dans cet article un nouvel algorithme de calcul de préfixes,
dit & grain adaptatif. Il repose sur I'ordonnancement par vol de travail (§2) implémenté
dans Kaapi [6] (Kernel for Adaptative and Asynchronous Parallel Inter face :
un intergiciel qui permet la programmation d’une application paralléle et distribuée, c’est
aussi un moteur exécutif pouvant étre utilisé comme machine cible pour des langages de
haut niveau, pour plus de détail voir [8]) et étendu au cas de processeurs a vitesses va-
riables par Bender et Rabin [1]. La section 4 présente le nouvel algorithme a grain adapta-
tif et analyse sa complexité dans le cas de processeurs identiques et de vitesses variables.
Dans la section 6 nous présentons des comparaisons expérimentales entre cet algorithme
et un algorithme optimal sur une machine octo-processeurs, dans les deux cas processeurs
dédiés et processeurs perturbés par des processus additionnels ; conformément a I'analyse
théorique, I'algorithme adaptif est le plus rapide.

Le couplage proposé ici entre deux algorithmes complémentaires concurrents, I'un
séquentiel et I'autre paralléle, est inspiré de [2] ou il est appliqgué a des algorithmes de
méme nombre d’opérations sur des processeurs identiques. Mais son utilisation pour des
algorithmes de codts différents (cas des préfixes) et des vitesses variables, ainsi que la
technique utilisée pour analyser sa complexité sont originales. Trés générales, nous pen-
sons qu’elles peuvent s’appliquer a d’autres problémes.




2. Notations et ordonnancement par vol de travalil

Nous désignons pa#/; le nombre total d’opérations effectuées par un algorithme pa-
ralléle ; W, le chemin critique en nombre d'opérations de cet algorithifjele temps
d’exécution de cet algorithme ordonnancé gyrocesseurs. Pour ordonnancer un pro-
gramme a parallélisme récursif sur un nombre fixé de processeurs, Cilk[5] et Kaapi [6]
implémentent un algorithme distribué de type vol de travail, selon le principe "Travail
d’abord" (work-first principle). Chaque processeur exécute localement, selon I'ordre sé-
guentiel, les taches gu’il a créées. Lorsqu’un procesBguevient inactif (il n'a plus de
taches prétes), il choisit (uniformément au hasard) un autre procd3seui a au moins
une tache préte. La tache préte qtigexécuterait en dernier est alors migrée Bur on
parle de vol réussi. Kaapi [6] implémente cette migration par un algorithme distribué qui
minimise la synchronisation entre processeur volé et processeur voleur.

Le théoréeme suivant permet de donner un encadremefi dr fonction ddV; et W.

Théoreme 2.1[5] Avec une grande probabilité (i.e. pour tout> 0 etn assez grand, la
probabilité est supérieure A— n~°.) le nombre de vols réussis est majoré pEpW.)
et le temps d’'exécutiofi, est majoré par

Tpg%ﬁLO(Wm)

Ainsi, si W, est négligeable devafit;, cet ordonnancement a une performance asymp-
totique %+ optimale.

Ce tﬁéoréme est étendu dans [1] au cas de processeurs hétérogénes ou de vitesses
différentes, non connues ou variables. La vitesse instantanée d’'un processeur est mesurée
en nombre d’opérations par top; on ndlg,. la vitesse moyenne de I'ensemble des
processeurs au cours de I'exécution. Au niveau du vol de travail, la seule modification
est lorsquep, vole du travail a un processeur agiif, : si p,, est en cours d’exécution
mais n'a pas de travail prét a étre volé epsest beaucoup plus defois plus rapide que
pw alors la tache en cours d’exécution gy est préemptée et migrée suy. Le temps

d’exécutionT), est alors majoré paf, < - + O (Lﬁ%j )

p-ave

3. Algorithme parallele sur  p processeurs identiques

Dans ce paragraphe, nous rappelons un algorithme paralléle pour le caleupdes
basé sur uné'découpe enr- 1 blocs By, ... B, de méme taille (& un élément pres) des
n + 1 éléments en entrée;);—o,... ». Pour simplifier, on suppose que chaque hic
contient’ = - éléments consécutifs sauf pour le bleg qui contientt + 1 éléments
consécultifs (I'élément, de plus).

1) Etape 1: En paralléle pout = 0,...,p — 1, on calcule sur le processeir
les préfixes séquentiels (les préfixes calculés séquentiellement) diBbl8oientw; le
dernier préfixe du blod,. On remarque que les préfixés;),=1,.. x du bloc B, sont
ainsi calculés.

2) Etape 2: On calcule legp préfixesfy = ag, 1 = ag*x aq,...,0p—1 =
Bp—2 * oy des valeursy, ..., a,_;.

3) Etape 3: Sur le processeuws, on calcule les prefixes des élémepfis 1, B,
pour obtenir les préfixes,x, ..., m,. Et, en paralléle pour=1,...,p — 1, on calcule




sur le processelurle produit parg; _; de chaque préfixe du bldg; ; on remarque que ces
produits sont tous indépendants, méme si ils sont effectués ici en séquentiel. On obtient
ainsi tous les préfixes;.

Le temps d’exécution de cet algorithme 2&f +p — 1 = % donc asymptotiguement
optimal. Son nombre d’'opérations égap@ — 1)+ 1+ p — 1 + pK = 2n — 2K

est strictement optimal car il atteint la borne inférieure de Fich[4]. De plus, on remarque
gu’en prenanfX’ = 2 et en exécutant de maniere récursive I'étape 2, on retrouve I'algo-
rithme de Ladner et Fisher [7] qui effectl#é, = 2n opérations- avec un chemin critique

Woo = 2logg n.

Cependant, cet algorithme n’est pas adapté si les vitesses des processeurs ne sont pas
identiques ou si le temps d’'une opération varie. Le temps d’exécution de I'algorithme
sera alors le temps de terminaison du processeur le plus lent. Dans la section suivante
nous présentons un algorithme adaptatif qui atteint aussi un temps et un nombre d'opéra-
tions asymptotiquement optimal spiprocesseurs mais qui s'adapte automatiquement a
la vitesse des processeurs par vol de travail.

4. Algorithme paralléle a grain adaptatif

Notre algorithme paralléle a grain adaptatif est basé sur le couplage d’une part d'un
processus séquentiél, qui calcule séquentiellement des préfixes et d’autre part d’'une
variante de l'algorithme paralléle précédent, mais a grain fin, qui est ordonnancé par vol
de travail surp — 1 autres processuB,. Chacun de cep processus est placé sur un
processeur.

Initialement, le processuB, démarre le calcul des préfixes de h.&50ienta = p%
eth = #n; les préfixes de 1 a et deb an seront calculés par ce procesgis Mais
I'intervalle d'indices|a, b] peut étre volé et découpé récursivement par les procddsus
devenus inactifs. Les algorithmes pdvyet les processuB, sont les suivants :

e Algorithme séquentiel sur un processug>; :

1) P, calcule séquentiellement les préfixes a partir de I'indice 1£i.%.jusqu’a
atteindre un indicey; tel que l'intervalle[u;, us] d’indices a été volé par un processeur
P,.

2) P, préempte alorg>, et récupere le dernier indide < usy calculé parP,, qui
a donc déja calcule,, = x,,,7yt1 = Tuy * Tuy41,--.-,Tk = Th—1 * Tg. Ps €NVOie la
valeurr,, _1 a P, et redémarre, (voir ci-dessous).

3) P; calculery, = m,, 1 %y ; puis il reprend le calcul séquentiel des préfixes de
k 4+ 1 an a partir dek + 1 en revenant a I'étape 1. On parle d’opération de saut; pour
chaque opération de sauit, effectue une opération

4) P, s’arréte lorsqu'il a calculé,, (les préfixes d’indices dean ne peuvent pas
étre volés). Aprés avoir calcuté,, il devient un processus voleur et exécute I'algorithme
P,.

o Algorithme paralléle sur p — 1 processusP, :

— Lorqu'il est préempté paP; (voir algorithmepP;), P, a déja calculé localement des
préfixes partiels-,,, , ..., r,, de lintervalle[u;,u]. Il recoit alors la valeur du dernier
préfixe 3 = m,, 1 calculée patP;. Il finalise alors l'intervalle[u,, u] en calculant les
produitsm; = % r; pouru; < i < ug. Ces produits sont paralléles; sur inactivité d’'un
autre processus voleur, une moitié de ces calculs restant a faife gans cet intervalle



peut alors étre volée.

— Lorsqu'il est inactif, le processu, choisit au hasard un processeur jusqu’a trouver
un processus actiP,,. Il peut s’agir soit deP;, soit d’un autre processus voleur. Si la
victime estP;, le vol n'est possible que d¢; possede un intervalle d'indices compris
entrea etb restant a calculer.

1) P, découpe lintervalle restant a calculer et volable 8yr en deux parties; il
extrait la partie droitéu, us] de l'intervalle et la vole. La partie gauche reste en cours de
calcul surP,,.

2) P, démarre le calcul sur l'intervalle volé, us]. Il peut s’agir : soit d’un calcul
de préfixes locaux (i.€:,, = Ty, Tuy+1 = Tuy * Tu,+1,--.); SOit de la finalisation de
calculs de préfixes a partir de valeugsdéja calculées (i.er,, +1 = Tu, *Tu; +1, Tuy+2 =
Ty * Tug+2s - - -)-
Le programme s’arréte lorsque tous les processeurs sont inactifs. L'intérét de cet algo-
rithme est qu’'un processeur devenu lent sera soit préempté par le processus séquentiel,
soit volé par un processus paralléle. La section suivante analyse la complexité de cet al-
gorithme adaptatif.

5. Optimalité asymptotique de I'algorithme adaptatif

Le théoréme suivant montre que l'algorithme de préfixe a grain adaptatif précédent est
asymptotiquement optimal sgrprocesseurs identiques.

Théoréme 5.1 SoitT), le temps du calcul de préfixes par I'algorithme adaptatif syr
processeurs identiques. Avec une grande probabilité :

2n
T, < —— +0(L .
p < g +Ollogn)

Preuve.On analyse I'exécution en la découpant en 2 phases.

—phase 1: Jusqu’a ce que le processdtrqui exécute la partie séquentielle de I'al-
gorithme adaptatif termine avec le calcul du dernier préfixe

—phase 2: Aprés la phase 1 et jusqu’'a la fin du calcul.

Soit ns., (resp.j) le nombre de préfixes (resp. sauts) calculés de maniére séquentielle
par P, dans la phase 1. Sait (resp.y) le nombre de préfixes finaux calculés par les
processus’, (algorithme paralléle), dans la phase 1 (resp. phase 2). @e=an.., +
Jj+az+y. OnaW, = ngq + 2z + 2y + 25. Soit I (resp.l;) le nombre de tops
d'inactivité dans la phase 1 (resp. 2). Oniaeq, +j)(p — 1) = 2z +y +j+ Iy
pour la phase 1. Soieﬁtﬁl) (respngz) ) le temps paralléle de la phase 1 (resp 2); on

T = o + § = 2AEHEL O _ uth
aq 1, =1+ 1

P+, =20+ 5+ %+ (I + L) + 2

Le nombre de sautg est inférieur au nombre vols effectués par {ps— 1) proces-
seurs. Or les processuy, exécutent un algorithme paralléle, avec découpe récursive
sur vol de travail, donc de profondelir,, < logy(n — nseq) + 2 < log, n. D'aprés

le théoreme 2.1, on en déduit qu'avec une grande probahilit€, (p — 1)log,(n).

De plus, I'ordonnancement étant glouton durant les deux phages,ls < pW,, <
plogy(n). On obtient dongj + (I + L) + 22 < 2plogy(n). Par ailleurs, dans la



phase 1 on dp — 1)(nseq +j) = 2z +y+j+hetx+y+j = n— N

Puisquenseq > % on obtienty < I; — pj < (p — 1)log, n. Finalement, on a

T, < p+1 + 2logy(n) + (p(p+1))log2( n) + O(1) ce qui termine la preuve. A
Le cas de processeurs variables s'étudie similairement en décomposant le programme
en deux phases et en dénombrant le nombre d’opérations dans chaque phase. Le théo-
reme suivant suppose que la vitesse moyding du processus séquentiel est la méme
que cellelT). (resp. Have) des autres processeurs durant la phase 1 (resp.2). Cette hy-
pothése est réaliste si I'exécution est suffisamment longue et si les processeurs logiques
sont ordonnancés de maniéere équitable sup l@®cesseurs physiques (cas de Linux par
exemple). De plus, elle est cohérente pour une comparaison avec I'exécution séquentielle

de I'algorithme, qui serait alors supposée prendre un teg¥ps

Théoréme 5.2 SoitT), le temps du calcul de préfixes par I'algorithme adaptatif syr
processeurs de vitesse globale moyemiik,,.. Alors, avec une grande probabilité :

2n O(logy 1) 2n
(p + I)HGUC HG/'UE (p + 1)HU/U€

La preuve de ce théoreme, similaire a la preuve précédente, n'est pas détaillée. Elle utilise
'ordonnancement par vol de travail modifié décrit en section 2 [1].

En conclusion, en comparaison a 'algorithme séquentiel de préfixe supposé exécuté
a la vitesse moyennH,,., I'algorithme adaptatif de préfixe a une accélération asymp-
totique égale 3’“2’—1 ; il est optimal et ce sans faire aucune hypothése sur les vitesses des
différents processeurs.

Dans le paragraphe suivant, nous vérifions expérimentalement ces résultats théoriques
dans les deux cas processeurs identiques et processeurs de vitesses variables.

6. Expérimentations

Nous avons fait des expérimentations sur une machine a mémoire partagée (SMP) a
8 processeurs (Intel Itanium-2 a 1.5GHz), avec 31 GB de mémoire et en contexte multi-
utilisateurs sous le systtme GNU-Linux 2.6.7. Les algorithmes paralléle et adaptatif ont
été implémentés sur Kaapi [6] qui integre I'ordonnancement par vol de travail.

Les expérimentations consistent au calcul des préfixes de 100000 éléments (double)
avec un temps de 0,1ms par opératiorn faisant variep le nombre de processeurs
utilisés (de 1 a 8). Le temps séquentiel optimal de référence est de 10s.

Les tableaux 1 et 2 donnent les temps d’exécution obtenus par les deux algorithmes
paralleles (a grain fixé syrprocesseurs et a grain adaptatif). Pour chaque expérience, 10
mesures ont été effectuées et seuls sont reportés les temps de I'exécution la plus rapide,
la plus lente et le temps moyen des 10 exécutions.

Le tableau 1 compare les temps d’exécution lorsqu’il n'y a pas d’autres calculs en
cours sur les processeurs. On remarque que les mesures de temps sont stables (écart entre
temps minimum et maximum inférieur & 5% pour I'algorithme & grain fixé et inférieur
a 4% pour I'algorithme a grain adaptatif). On vérifie I'optimalité de I'algorithme a grain
fixé dont le temps est a moins de 5% de la borne inférieure. Mais surtout, on vérifie
I'optimalité de 'algorithme adaptatif (théoréme 5.1) qui est aussi a moins de 5% de la
borne inférieure.

Dans, le tableau 2, des processus de charge additionnels sont injectés pour perturber
I'occupation de la machine et simuler le comportement d’'une machine réelle, perturbée



par d’'autres utilisateurs. Par souci de reproductibilité, chaque expérienges8arpro-
cesseurs est perturbée Bar p + 1 processus artificiels de durée supérieure a 10s. On
peut vérifier dans le tableau 2 que I'algorithme adaptatif est au moins 27% plus rapide.

Sequentiel Statique Adaptatif
p=2 p=4 p=6 p=7 p=2 p=4 p=6 p=7
Minimum 10,00 6,70 | 4,00 | 3,00 | 2,60 || 6,70 | 4,00 | 2,90 | 2,60
Maximum 10,00 6,72 | 4,04 | 3,00 | 2,61 || 6,75 | 4,01 | 2,90 | 2,65
Moyenne 10,00 6,71 | 401 | 3,00 | 2,60 || 6,73 | 401 | 2,90 | 2,62
Borne inférieure 10,00 6,66 | 400 | 285 | 25 6,66 | 400 | 285 | 25

Tableau 1. Comparaison des temps des trois algorithmes sur p processeurs identiques.

Statique Adaptatif
p=2 p=4 p=6 p=8 p=2 p=4 p=6 p=8
Minimum 9,94 | 505 | 424 | 3,19 8,07 | 4,49 | 3,21 | 2,39
Maximum || 13,38 | 6,93 | 5,03 | 3,92 || 13,18 | 5,32 | 3,97 | 2,77
Moyenne 12,80 | 6,43 | 4,89 | 3,52 || 11,93 | 4,79 | 3,36 | 2,54

Tableau 2. Comparaison des temps des algorithmes sur p processeurs perturbés. Sur les
10 exécutions de chacun des tests, I'algorithme adaptatif est le plus rapide.

En conclusion, I'algorithme a grain adaptatif apporte une performance garantie lorsque
la machine est partagée entre plusieurs utilisateurs, en s’adaptant automatiquement aux
ressources disponibles au cours de I'exécution. De plus sa performance reste proche de
I'optimale méme dans le cas idéal ou les processeurs sont tous dédiés a I'application.
Il apparait donc étre plus performant que I'algorithme séquentiel ou qu'un algorithme
paralléle a grain fixé.

Ceci est confirmé par une autre expérimentation ou chaque test élémentaire correspond
au lancement simultané en concurrence des neuf programmes : algorithme adaptatif sur
huit processeurs, algorithme séquentiel et I'algorithme paralléle a grain fixé pour les sept
valeursp = 2,...,8 processeurs. Le tableau 3 résume les résultats sur une campagne de
10 tests. Pour les 10 exécutions menées, I'algorithme a grain adaptatif est toujours le plus
rapide. Son temps moyen d’exécution est en moyenne 19% fois plus court que celui de
I'algorithme optimal & grain fixé sur 8 processeurs, avec des écarts pouvant aller jusqu’a
40% sur 'un des tests.

Sequentiel Statique Adaptatif
p=2 p=4 p=6 p=7 p=8 p=8
Minimum 21,83 18,16 | 15,89 | 14,99 | 13,92 | 12,51 8,76
Maximum 23,34 20,73 | 17,66 | 16,51 | 15,73 | 14,43 12,70
Moyenne 22,57 19,50 | 17,10 | 15,58 | 14,84 | 13,17 11,14
Mediane 22,58 19,64 | 17,38 | 1557 | 14,63 | 13,11 11,01

Tableau 3. Comparaison des temps des neuf algorithmes lancés simultanément. Sur les
10 exécutions de chacun des tests, I'algorithme adaptatif est le plus rapide.



7. Conclusion

Motivés par I'utilisation de machines multi-processeurs partagées entre plusieurs uti-
lisateurs, nous avons introduit un nouvel algorithme paralléle pour le calcul des préfixes
gui s’adapte automatiquement et dynamiguement aux processeurs effectivement dispo-
nibles. Nous avons montré son temps d’exécution était asymptotiquement optimal. Il est
équivalent a celui de I'algorithme séquentiel lorsqu’un seul processeur est disponible et
a celui d’'un algorithme paralléle optimal lorsqueprocesseurs identiques sont dispo-
nibles. Dans le cas deprocesseurs de vitesses variables, son temps est équivalent a celui
d’'un algorithme optimal sup processeurs identiques de vitesse égale a la moyenne des
vitesses. Ces résultats théoriques sont validés par les expérimentations menées sur une
machine SMP a 8 processeurs. Une premiére perspective est de le valider sur la grille hé-
térogéne nationale GRID'5000. Plus généralement, notre algorithme adaptatif est basé sur
le couplage récursif et dynamique de deux algorithmes un algorithme séquentiel, optimal
en nombre d'opérations, et I'autre paralléle avec un degré maximal de parallélisme. Ce
shéma a été proposé dans [2] avec deux algorithmes réalisant le méme nombre d’opéra-
tions. Pour les préfixes, nous avons étendu ici ce schéma au cas ou I'algorithme paralléle
requiert plus d’opérations que I'algorithme séquentiel. Nous pensons que ce schéma, ana-
lysé ici pour les préfixes, est plus général et s’applique & un grand nombre de problémes,
en particulier pour la résolution de systéemes linéaires dans le cadre du projet IMAG-
INRIA AHA 1,
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