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RESUME. Dans cet article, nous proposons un nouvel algorithme paralléle de calcul des préfixes pour
des processeurs dont la vitesse ou le nombre peut varier en cours d’exécution. Basé sur le couplage
récursif d'un algorithme séquentiel optimal et d'un algorithme paralléle non optimal mais récursif &
grain fin, il exploite un ordonnancement dynamique de type vol de travail (Cilk, Kaapi). Sa perfor-
mance théorique est analysée sur p processeurs a vitesses variables, de vitesse moyenne Il,ye.
Bien que cet algorithme adaptatif est indépendant du nombre de processeurs, son temps d’exécution
est équivalent a #@;H) ce qui est optimal si les processeurs sont identiques (i.e. [Tyye = 1).
Expérimentalement, cet algorithme adaptatif est comparé a un algorithme optimal pour un nombre
fixé p de processeurs identiques avec ordonnancement statique optimal sur une machine SMP octo-
processeurs. Méme pour des petites valeurs de n (100) et de p (de 1 a 8), ses performances sont
analogues dans le cas ou les processeurs sont dédiées au calcul, et il est beaucoup plus rapide dans
le cas général ou la machine exécute concuremment d’autres processus (cas multi-utilisateurs).

ABSTRACT. In this paper, we propose a new parallel prefix computes algorithm for processors which
number or speed may vary during execution. Based on the coupling of two algorithms,—one sequen-
tial, the other one parallel and fine grain —, it involves an on-line workstealing scheduling. Its theoretical
perfomance is analyzed in both on p processors with variable speed, the average speed being I1,e.
While this adaptive algorithm is independent from the number p of processors, its execution time is
equivalent to #@)H), which is optimal when processors are identical (i.e. I15,e = 1). It has been
experimented on an octo-processor SMP machine and compared to an optimal algorithm for a fixed
number p of processors with an optimal off-line scheduling. Even for small values of n (100) and of p
(1 to 8), its performances are analoguous when the machine is dedicated to the computation, and it
is faster when the machine concurrently executes other processes (multiuser case).
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1. Introduction

Etant donnéscy, z1, ... z,, lesn préfixesmy, pourl < k < n, sont définis par
T, = Xo * T1 * ... % T OUx est une loi associative.

Le calcul des préfixes est une opération qui apparait dansméneux algorithmes
notamment I'évaluation de polyndmes et les additions naicks [3], le packing, la pa-
rallélisation des boucles [8].

Le calcul séquentiel itératif des préfixes requiedpérations. Mais tout circuit pa-
rallele de profondeui requiert au moin&n — d opérations- [7]. Le temps paralléle mini-
mal est2(log n) sur une machine sans écriture concurrente. Ladner et Fipobygosent
un algorithme paralléle [7] de temf@dog n avec2n opérations; Fich [4] montre que cet
algorithme est asymptotiquement optimal car tout algoréhde tempsog n nécessite
4n opérations. L'algorithme de Ladner-Fischer est a grainigépendant du nombre de
processeurs effectivement disponibles ; il peut étre ésuig processeurs identiques en
temps asymptotiqu%g + 0(log n) pourp < logn mais effectu@n opérations donc n’est
pas optimal.

Nicolau et Wang [9] montrent qu’une borne inférieure poutelmps paralléle sys
processeurs est supérieur{gﬁw pourn > p(p + 1)/2; ils donnent un algorithme,

basé une découpe ép + 1) blocs et un pipeline entre blocs, qui atteint cette borne.
Pourn > p, cette borne est aussi atteinte par I'algorithme rappeiés dia section 3

de temps% + O(p) et strictement optimal en nombre d’opérations. Les difitas
implantations proposées, sur architectures distribiesi[circuits dédiés [3], dépendent
toutes du nombrg de processeurs et d'un ordonnancement statique. L'incoenéd’un
algorithme optimal poup processeurs fixé est que le nombre d’opérations est au moins
2# fois supérieur au nombre d’opérations de I'algorithme séquentiel.

Ces algorithmes, bien gu’optimaux guproceseurs, ne sont pas performants si I'on
dispose d’'une machine avec des processeurs différentqjoeigiachine utilisée par plu-
sieurs utilisateurs car la charge des processeurs varieuas de I'exécution. Pour traiter
ce probléme, nous proposons dans cet article un nouvelithigar de calcul de préfixes,
dit & grain adaptatif. Il repose sur I'ordonnancement pameotravail (82) implémenté
dans Kaapi [6] et étendu au cas de processeurs a vitessd®apar Bender et Rabin [1].
La section 4 présente le nouvel algorithme a grain adagtadinalyse sa complexité dans
le cas de processeurs identiques et de vitesses variallesldsection 6 nous présentons
des comparaisons expérimentales entre cet algorithme agarithme optimal sur une
machine octo-processeurs, dans les deux cas processdifs eEprocesseurs perturbés
par des processus additionnels ; conformément a I'andigseitjue, I'algorithme adaptif
est le plus rapide.

Le couplage proposé ici entre deux algorithmes complénreataoncurrents, I'un
séquentiel et I'autre paralléle, est inspiré de [2] ou il agpligué a des algorithmes de
méme nombre d’opérations sur des processeurs identiques siéh utilisation pour des
algorithmes de co(ts différents (cas des préfixes) et desséds variables, ainsi que la
technique utilisée pour analyser sa complexité sont algim Tres générales, nous pen-
sons qu’elles peuvent s’appliquer a d’autres problémes.




2. Notations et ordonnancement par vol de travail

Nous désignons pa#’; le nombre total d’'opérations effectuées par un algoritheze p
ralléle ; W, le chemin critique en nombre d’opérations de cet algorithifjele temps
d’exécution de cet algorithme ordonnancé gyrocesseurs. Pour ordonnancer un pro-
gramme a parallélisme récursif sur un nombre fixé de prouess€ilk[5] et Kaapi [6]
implémentent un algorithme distribué de type vol de travaglon le principe "Travail
d’abord" (work-first principle). Chaque processeur exédatalement, selon I'ordre sé-
guentiel, les taches qu'il a créées. Lorsqu’un procesBguevient inactif (il n'a plus de
taches prétes), il choisit (uniformément au hasard) ureqarscesseuP,, qui a au moins
une tache préte. La tache préte degexécuterait en dernier est alors migrée Byr on
parle de vol réussi. Kaapi [6] implémente cette migrationyraalgorithme distribué qui
minimise la synchronisation entre processeur volé et gsme voleur.

Le théoréme suivant permet de donner un encadreméefi de fonction déV; et W.

Théoréme 2.1[5] Avec une grande probabilité, le nombre de vols réussis est majoré
par O(pWs,) et le temps d’exécutiofi, est majoré par

Tpg%wwvm)

Ainsi, si W, est négligeable devait’;, cet ordonnancement a une performance asymp-
totique X2 optimale.

Ce tﬁéoréme est étendu dans [1] au cas de processeurs BéagEsay de vitesses
différentes, non connues ou variables. La vitesse ingiaptd’'un processeur est mesurée
en nombre d’opérations par top; on ndlg,. la vitesse moyenne de I'ensemble des
processeurs au cours de I'exécution. Au niveau du vol daitrda seule modification est
lorsquep,, vole du travail a un processeur agfjf : sip,, est en cours d’exécution mais n'a
pas de travail prét a étre volé etigi est beaucoup plus plus rapide qug (par exemple
au moins deux fois plus rapide) alors la tache en cours digia¥tsurp,, est préemptée

et migrée sup, . Le temps d’exécutioff, est alors majoré par, < pg’:w +0 (ﬁﬁ‘:‘ij ) .

3. Algorithme paralléle sur p processeurs identiques

Dans ce paragraphe, nous rappelons un algorithme panadiaide calcul des pré-
fixes (m;)i=1,....n qui est optimal asymptotiquement suiprocesseurs identiques. Il est
basé sur une découpe gnr- 1 blocs By, ... B, de méme taille (& un élément prés) des
n + 1 éléments en entrée:;);—o.... ». Pour simplifier, on suppose que chaque bitc
contientK = T éléments consécutifs.

1) Etape 1: En paralléle poui = 0,...,p — 1, on calcule sur le processeiles
préfixes séquentiels du blds;. Soientw; le dernier préfixe du blo®;. On remarque que
les préfixeqn;),=1,... .k du blocB, sont ainsi calculés.

2) Etape 2: On calcule lep — 1 préfixesfy = ap, 1 = ag* a1,...,0p—1 =
Bp—2 * a1 des valeursy, ..., a,_1.

3) Etape 3: Sur le processeuws, on calcule les préfixes des élémepis |, B,
pour obtenir les prefixes, k., . . ., m,. Et, en parallele pour = 1,...,p — 1, on calcule

1. i.e. pour tout ¢ > 0 et n assez grand, la probabilité est supérieure a1 — n—°.



sur le processeute produit pard;_; de chaque élément du bl@s; ; on remarque que ces
produits sont tous indépendants, méme si ils sont effeitués séquentiel. On obtient
ainsi tous les préfixes;.

Le temps d’exécution de cet algorithme &f +p — 1 = I% donc asymptotiquement
optimal. Son nombre d’opératios — (2k+p—1) est strictement optimal car il atteint la
borne inférieure de Fich[4]. De plus, on remarque qu’'en@néA = 2 et en exécutant de
maniére récursive I'étape 2, on retrouve l'algorithme ddrex et Fisher [7] qui effectue
W1 = 2n opérationsc avec un chemin critiquél/,, = 2log, n.

Cependant, cet algorithme n’est pas adapté si les vitegesgardcesseurs ne sont pas
identiques ou si le temps d’une opération varie. Le temps&tietion de I'algorithme sera
alors celui du processeur le plus lent. Dans la section stevaous présentons un algo-
rithme adaptatif qui atteint aussi un temps et un nombreétapons asymptotiguement
optimal surp processeurs mais qui s'adapte automatiquement a la vilesggrocesseurs
par vol de travail.

4. Algorithme paralléle a grain adaptatif

Notre algorithme paralléle & grain adaptatif est basé soolplage d'une part d'un
processus séquentiél, qui calcule séquentiellement des préfixes et d’autre paried’
variante de l'algorithme paralléle précédent, mais a dimimqui est ordonnancé par vol
de travail surp — 1 autres processuB,. Chacun de cep processus est placé sur un

processeur.
Initialement, le processuB, démarre le calcul des préfixes de i.850ienta = o
eth = #n; les préfixes de 1 a et deb an seront calculés par ce procesdis Mais

l'intervalle d'indices]a, b] peut étre volé et découpé récursivement par les procddsus
devenus inactifs. Les algorithmes pdbyet les processuB, sont les suivants :
¢ Algorithme séquentiel sur un processus>; :

1) P, calcule séquentiellement les préfixes a partir de I'indi¢eel ), jusqu’a
atteindre un indicey; tel que l'intervalle[uy, us] d'indices a été volé par un processeur
P,.

2) P, préempte alorg>, et récupere le dernier indide < us calculé parP,, qui
a donc déja calculé,, = x,,,Tyt1 = Tuy * Tuy41,---,Tk = Tk—1 * Tg. Ps €nvoie la
valeurr,, _1 & P, et redémarre, (voir ci-dessous).

3) P; calculerr;, = m,, 1 7 ; puis il reprend le calcul séquentiel des préfixes de
k 4+ 1 an a partir dek + 1 en revenant a I'étape 1. On parle d’opération de saut; pour
chaque opération de sait, effectue une opération

4) P, s'arréte lorsqu'il a calculé,, (les préfixes d’'indices dean ne peuvent pas
étre volés). Aprés avoir calcutg,, il devient un processus voleur et exécute I'algorithme
P,.
e Algorithme paralléle sur p — 1 processusP,, :

— Lorqu'il est préempté paP, (voir algorithmeP,), P, a déja calculé localement des
préfixes partiels.,, , ..., r,, de l'intervalle[u;, ug]. Il reccoit alors la valeur du dernier
préfixe 3 = m,, 1 calculée patP;. Il finalise alors l'intervalle[u,, u] en calculant les
produitsm; = 5 * r; pouru; < i < ug. Ces produits sont paralléles ; sur inactivité d’'un
autre processus voleur, une moitié de ces calculs restaneastirP, dans cet intervalle
peut alors étre volée.



— Lorsqu'il est inactif, le processug, choisit au hasard un processeur jusqu’a trouver
un processeur actiP,,. Il peut s’agir soit deP,, soit d’'un autre processus voleur. Si la
victime estP;, le vol n’est possible que d¢, posséde un intervalle d’indices compris
entrea etb restant a calculer.

1) P, découpe l'intervalle restant a calculer et volable 8yr en deux parties; il
extrait la partie droitéu,, us] de I'intervalle et la vole. La partie gauche reste en cours de
calcul surP,,.

2) P, démarre le calcul sur 'intervalle volé, us]. Il peut s’agir : soit d’un calcul
de préfixes locaux (i.8w,, = Tu,;Tu+1 = Tuy * Tu,+1,---); SOit de la finalisation de
calculs de préfixes a partir de valeugsdéja calculées (i.er,, +1 = Ty, *Tu; +1, Tuy+2 =
Ty * Ty 425 - « -)-

Le programme s’arréte lorsque tous les processeurs satifd intérét de cet algo-
rithme est qu’un processeur devenu lent sera soit préenaptie processus séquentiel,
soit volé par un processus paralléle. La section suivardalyse la complexité de cet al-
gorithme adaptatif.

5. Optimalité asymptotique de I'algorithme adaptatif

Le théoréme suivant montre que l'algorithme de préfixe angadaptatif précédent est
asymptotiquement optimal spprocesseurs identiques.

Théoréme 5.1 SoitT), le temps du calcul de préfixes par I'algorithme adaptatif syr
processeurs identiques. Alors, avec une grande probahilit

2n
T, < P + O(logn).

Preuve.On analyse I'exécution en la découpant en 2 phases.

—phase 1: Jusqu’'a ce que le processddrqui exécute la partie séquentielle de l'al-
gorithme adaptatif termine avec le calcul du dernier préfixe

— phase 2: Aprés la phase 1 et jusqu’a la fin du calcul.
Soit nseq (resp.j) le nombre de préfixes (resp. sauts) calculés de manierestejle
par Ps dans la phase 1. Sait (resp.y) le nombre de préfixes finaux calculés par les
processusP, (algorithme paralléle), dans la phase 1 (resp. phase 2). @e=an,., +
j+az+y OnaW, = ngq + 2¢ + 2y + 25. Soit I; (resp.l>) le nombre de tops
d'inactivité dans la phase 1 (resp. 2). On(iaeq + j)(p — 1) = 2z +y+ i+ I
pour la phase 1. Soieﬁfél) (respT,SQ) ) le temps paralléle de la phase 1 (resp 2); on
TIEI) = TNgeq +j = 230+[y+j+11 ;Tp(2) — M

p—2 p
R

P+, =20+ + L+ (L + L) + 2

Le nombre de sautg est inférieur au nombre vols effectués par (ps— 1) proces-
seurs. Or les processu3, exécutent un algorithme paralléle, avec découpe récursive
sur vol de travail, donc de profondelir,, < logy(n — nseq) + 2 < log, n. D'aprés

le théoréme 2.1, on en déduit qu’avec une grande probabhjlit€ (p — 1)log,(n).

De plus, I'ordonnancement étant glouton durant les deusgd;, + I, < pW,, <
plog,(n). On obtient dongj + (I + L) + % < 2plog,(n). Par ailleurs, dans la

phase 1 on dp — 1)(Nseq +j) = 22 +y+j+hete+y+j =n— ngg.



Puisqueng., > %, on obtienty < I1 — pj < (p — 1)log,n. Finalement, on a

T, < 1% + 2logy(n) + (p(pp;jl)) logQ(nz + (_)(1? ce qui termine la preuve. A
Le cas de processeurs variables s'étudie similairemengéeonaposant le programme
en deux phases et en dénombrant le nombre d'opérations Hagaecphase. Le théo-
reme suivant suppose que la vitesse moydmne du processus séquentiel est la méme
que cellel1iy. (resp.Hffv)e) des autres processeurs durant la phase 1 (resp.2). Cptte hy
thése est réaliste si I'exécution est suffisamment longades processeurs logiques sont
ordonnancés de maniére équitable surlgsocesseurs physiques (cas de Linux par ex
exemple). De plus, elle est cohérente pour une comparaigarn’axécution séquentielle

de I'algorithme, qui serait alors supposée prendre un teiips

Théoréme 5.2 SoitT), le temps du calcul de préfixes par I'algorithme adaptatif syr
processeurs de vitesse globale moyemiik,,.. Alors, avec une grande probabilité :
T, < 2n O(logyn) N 2n '

(p + 1)Have Have (P + 1)H¢we

La preuve de ce théoréme, similaire a la preuve précédeéatt pas détaillée. Elle utilise
I'ordonnancement par vol de travail modifié décrit en secidl].

En conclusion, en comparaison a I'algorithme séquentigirdéixe supposé exécuté
a la vitesse moyennH,,., I'algorithme adaptatif de préfixe a une accélération asymp
totique égale ap% ; il est optimal et ce sans faire aucune hypothése sur lesseisedes
différents processeurs.

Dans le paragraphe suivant, nous vérifions expérimentateras résultats théoriques

dans les deux cas processeurs identiques et processelitesssey variables.

6. Expérimentations

Nous avons fait des expérimentations sur une machine a me&paitagée (SMP) a
8 processeurs (Intel ltanium-2 a 1.5GHz), avec 31 GB de mé&naebien contexte multi-
utilisateurs sous le systeme GNU-Linux 2.6.7. Les algoréh paralléle et adaptatif ont
été implémentés sur Kaapi [6] qui intégre I'ordonnancenpantvol de travail.

Les expérimentations consistent au calcul des préfixes @él&nents (double) avec
un temps de 100ms par opératiomen faisant variep le nombre de processeurs utilisés
(de 1 a 8). Le temps séquentiel optimal de référence est de 10s

Les tableaux 1 et 2 donnent les temps d’exécution obtenukepaeux algorithmes
paralléles (a grain fixé surprocesseurs et a grain adaptatif). Pour chaque expérigdce,
mesures ont été effectuées et seuls sont reportés les tenfpgétution la plus rapide,
la plus lente et le temps moyen des 10 exécutions.

Le tableau 1 compare les temps d’exécution lorsqu’il n'y a gautres calculs en
cours sur les processeurs. On remarque que les mesurespiestent stables (écart entre
temps minimum et maximum inférieur a 5% pour I'algorithmeraig fixé et inférieur
a 4% pour I'algorithme a grain adaptatif). On vérifie I'optilté de I'algorithme a grain
fixé dont le temps est a moins de 5% de la borne inférieure. Blai®ut, on vérifie
I'optimalité de 'algorithme adaptatif (théoréme 5.1) st aussi & moins de 5% de la
borne inférieure.

Dans, le tableau 2, des processus de charge additionnélmgmtés pour perturber
I'occupation de la machine et simuler le comportement d'nmraehine réelle, perturbée



par d’autres utilisateurs. Par souci de reproductibiitigque expérience spr< 8 pro-
cesseurs est perturbée gar p + 1 processus artificiels de durée supérieure a 10s. On
peut vérifier dans le tableau 2 que I'algorithme adaptatifi@snoins 27% plus rapide.

Sequentiel Statique Adaptatif
p=2 | p=4 | p=6 | p=7 || p=2 | p=4 | p=6 | p=7
Minimum 10,00 6,70 | 4,00 | 3,00 | 2,60 || 6,70 | 4,00 | 2,80 | 2,60
Maximum 10,00 6,72 | 4,04 | 3,00 | 2,61 6,75 | 4,01 | 290 | 2,65
Moyenne 10,00 6,71 | 4,01 | 3,00 | 2,60 || 6,73 | 4,01 | 2,90 | 2,62
Borne inférieure 10,00 6,66 | 4,00 | 2,85 25 6,66 | 4,00 | 2,85 25

Tableau 1. Compraison des temps des trois algorithmes sur p processeurs identiques.

Statique Adaptatif
p=2 p=4 p=6 p=8 p=2 p=4 p=6 p=8
Minimum 9,94 | 5,05 | 4,24 | 3,19 8,07 | 4,49 | 3,21 | 2,39
Maximum || 13,38 | 6,93 | 5,03 | 3,92 || 13,18 | 532 | 3,97 | 2,77
Moyenne 12,80 | 6,43 | 4,89 | 3,52 || 11,93 | 4,79 | 3,36 | 2,54

Tableau 2. Compraison des temps des algorithmes sur p processeurs perturbés. Sur les
10 exécutions de chacun des tests, I'algorithme adaptatif est le plus rapide.

En conclusion, I'algorithme a grain adaptatif apporte umggrmance garantie lorsque
la machine est partagée entre plusieurs utilisateurs,agtagtant automatiquement aux
ressources disponibles au cours de I'exécution. De plugarmance reste proche de
I'optimale méme dans le cas idéal ou les processeurs sostdiédiés a I'application.
Il apparait donc étre plus performant que l'algorithme ségjel ou qu’'un algorithme
parallele & grain fixé.

Ceci est confirmé par une autre expérimentation ou chagii&éesentaire correspond
au lancement simultané en concurrence des neuf programeigsrithme adaptatif sur
huit processeurs, algorithme séquentiel et I'algorithrmafiele a grain fixé pour les sept
valeursp = 2, ..., 8 processeurs. Le tableau 3 résume les résultats sur une gaenge
10 tests. Pour les 10 exécutions menées, I'algorithme & gdkiptatif est toujours le plus
rapide. Son temps moyen d’exécution est en moyenne 19% limscpurt que celui de
I'algorithme optimal a grain fixé sur 8 processeurs, avecétests pouvant aller jusqu’a
40% sur I'un des tests.

Sequentiel Statique Adaptatif
p=2 p=4 p=6 p=7 p=8 p=8
Minimum 21,83 18,16 | 15,89 | 14,99 | 13,92 | 12,51 8,76
Maximum 23,34 20,73 | 17,66 | 16,51 | 15,73 | 14,43 12,70
Moyenne 22,57 19,50 | 17,10 | 15,58 | 14,84 | 13,17 11,14
Mediane 22,58 19,64 | 17,38 | 15,57 | 14,63 | 13,11 11,01

Tableau 3. Compraison des temps des neuf algorithmes lancés simultanément. Sur les
10 exécutions de chacun des tests, I'algorithme adaptatif est le plus rapide.



7. Conclusion

Motivés par l'utilisation de machines multi-processeuastpgées entre plusieurs uti-
lisateurs, nous avons introduit un nouvel algorithme palepour le calcul des préfixes
qui s’adapte automatiquement et dynamiquement aux pregessffectivement dispo-
nibles. Nous avons montré son travail était asymptotiquetimgtimal. Il est équivalent a
celui de I'algorithme séquentiel lorsqu’un seul processst disponible et & celui d'un
algorithme parallele optimal lorsqueprocesseurs identiques sont disponibles. Dans le
cas dep processeurs de vitesses variables, son temps est éqtigabefui d’'un algo-
rithme optimal sup processeurs identiques de vitesse égale a la moyenne dssegt
Ces résultats théoriques sont validés par les expérinnemsatnenées sur une machine
SMP & 8 processeurs.

Dans le cadre du projet francais ANR BGPR, une premiére petisp est de le valider
sur la grille hétérogene nationale GRID’5000. Plus géeénaht, notre algorithme adap-
tatif est basé sur le couplage récursif et dynamique de digaxitames un algorithme
séquentiel, optimal en nombre d’opérations, et I'autralpele avec un degré maximal de
parallélisme. Ce shéma a été proposé dans [2] avec deuwitliges réalisant le méme
nombre d’'opérations. Pour les préfixes, nous avons étende Echéma au cas ou l'al-
gorithme paralléle requiert plus d'opérations que l'aijone séquentiel. Nous pensons
gue ce schéma, analysé ici pour les préfixes, est plus gétésalpplique a un grand
nombre de problémes, en particulier pour la résolution d&syes linéaires dans le cadre
du projet IMAG-INRIA AHA.
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Annexe.

Dans cette annexe, nous donnons la preuve du théoréme B2 qui étre incluse par
manque de place et souci de lisibilité.

On consideére ici des processeurs hétérogénes ou de vitiféesntes, éventuelle-
ment non connues et variables; la vitesse instantanée dagegseur est notdé;, et
mesurée en nombre d’opérations par top. Nous utilisonddiamancement par vol de tra-
vail proposé dans [1]. Cet ordonnancement est dit a hadisatitn de facteug et vérifie
la propriété suivante : si & un top, il yia< p processeurs actifs, alors le processeur in-
actif le plus rapide est au plusfois plus rapide que le processeur actif le plus lent a ce
top. Le paramétr@ est choisi arbitrairement; §i = 1, on obtient un ordonnancement a
utilisation maximale. Dans [1];7 est introduit pour diminuer le nombre de préemptions
et faciliter 'implémentation de I'ordonnancement par deltravail et est appliqué a Cilk.
Au niveau du vol de travail, la seule modification est lorsouprocesseur inactif; vole
du travail a un processeur actif : si p, n'a pas de travail prét a étre volé etysiest
plus deg fois plus rapide que,, alors la tache en cours d’exécution gyrest migrée
surp;. Le parametrgd permet de limiter le nombre de migrations lorsque la vitetese
processeurs varie mais le nombre de changements de vigsssdimité.

SoitT, le temps de I'exécution sgrprocesseurs de vitesses variables d’'un programme
paralléle réalisanil; opérations et de chemin critiqli®., en nombre d’opérations. On
notell,,. la vitesse moyenne de I'ensemble des processeurs au colgséirition.

Théoreme 8.1[1] Avec une grande probabilité, le nombre de vols réussisregoré par
O(6Wsop) et le temps d’exécutidfi, est majoré par

W, BWa,
D- Haue M © ( H(we >

Ainsi, si W, est négligeable devak’;, cet ordonnancement a une performance asymp-
totique égale a celle d'un ordonnancement optimapgqanocesseurs identiques de vitesse
H(H)E'

Nous utilisons cet ordonnancement par vol de travail modiééarameétred pour
exécuter l'algorithme a grain adaptatif de calcul de pré$ep processeurs de vitesses
variables. Le théoréme 5.2 est alors déduit du théorémarsuiv

T, <

Théoreme 8.2 Avec une grande probabilité,

2n (B+2)logyn 2n
Tp S Nn*)OO o N1
(p + 1)H(we sze (p + I)Have

Preuve.
Comme dans la preuve du théoréme 5.1, I'exécution est déeoep deux phases
successivesy; puise¢s :

1) durant la phase, de duréel),(¢;), I'algorithme séquentiel de préfixe est en

cours d’exécution a tout top sur un processeur et il effectue+ j operatlons On note

I1,.4 la vitesse moyenne a laquelle est exécuté cet algorithihg,:=
A tout top, lesp — 1 autres processeurs effectuent la partie paralléle deol’mltgne adap-
tatif et effectuent au tot&lz + y + j opérationsc et I; opérations d’inactivité. Durant;,
la vitesse d’exécution moyenne par processeur de cetie gartalgorithme (effectuée a
tout top sup — 1 processeurs) ek, ,.(¢,) = %
Le nombre total d’opérationsdans la phase, estiV (¢1) = nseq + 25 + 2z + .




2) durant la phase., la partie séquentielle de I'algorithme adaptatif est teéea;
lesp processeurs finalisent lgscalculs de préfixes anticipés en paralléle et non terminés
dans la phasé;. Durant la phase., lesp processeurs effectuent dopopérationst et

I, opérations d'inactivité. La vitesse moyenne par processeantg, estll,,.(¢2) =
y+1I:

P63

Le théoréme est donné sous I'hypoth&kg, = I e (P1) = Mape(P2) = Mype.

Pendantp,, les processeurs qui n'’exécutent pas l'algorithme sédplgnte. p — 1
a chaque top) effectuedtr + y + j opérationsx avec un chemin critiquél,, (¢1)
2.log, n lié & la découpe récursive. En appliquant le théoréme 8.bptientT,,(¢1)

2ebi 10 (%51 ). OnaaussTy (61) = "5 = "5 D'od : (p+1)T,(01)

IAIA

(p—D)Have I,
(= V)Ty(91) + 2Ty (1) < 22 4 0 (p — 1) 552 ) . Commen = g +
x4y + j, on obtient :

P+ DaueTp(¢1) <2n—y+j+O0((p—1)3.logn).

Par ailleurs, en appliquant le théoréme 8¢, fon obtientl), (¢2) < pny +0 ('B'IOg”).
D’ou

(p+1)H(weTp = (p+1)Ha1)eTp(¢1)+(p+1)Hm;eTp(¢2) < 2n+]+]y;+0 (2pﬂ log Tl) .

Le nombrej de sauts est inférieur au nombre de vols réussis(¥gitlog n) d'aprés le
théoreme 8.1 puisqud..(¢1) < 2log, n. De plus, en utilisantse, > ;% et similai-
rement & la preuve du théoréme 5y1< I; < (p — 2)log, n. Finalement, on obtient
(p+ Dy Ty < 204 O (B +2)logn) . A
Remarque.On peut remarquer que la preuve et le théoréme reste valigeld@as
plus général et réaliste dili,., > II,..(¢1) ('algorithme séquentiel est toujours exécuté
par un processeur plus rapide que la moyenne des processalifs. (¢2) > e (01)
(le processeur séquentiel ajouté dans la phase 2 est plde e la moyenne des autres
processeurs).



