Chapitre 1

Machines virtuelles et techniques
d’ordonnancement

Jean-Claude Konig (LAMI) — Jean-Louis Roch (LMC-IMAG)

De maniere générale, que ce soit dans un cadre dynamique ou statique,
I’ordonnancement d’un programme paralléle prend en entrée un graphe
de tiches et un modéle de machine et fournit en sortie un ordonnance-
ment & un facteur borné (aussi proche de 1 que possible) de 'optimal.
Dans le cadre dynamique (ou a la volée), le graphe est inconnu car
construit au cours de ’exécution; la durée d’une tache ou d’une commu-
nication n’est connue qu’apres sa terminaison. Dans le cadre statique, le
graphe est supposé connu avant ’exécution du programme. Dans cet ar-
ticle, nous introduisons les différents modeles de machines considérés et
les techniques d’ordonnancement qui leur sont associées dans les cadres
statique et dynamique.

1.1 Introduction

Le placement des taches sur I’architecture cible dans le but de minimiser la durée
d’exécution est un probleme complexe qui integre un grand nombre de parametres
qui seront étudiés dans cette école et qui sont liés a des choix algorithmiques (routage
par exemple) ou des contraintes physiques (mode de communication, bande passante
par exemple).

Le placement et 'ordonnancement des taches doivent donc étre décomposés en
plusieurs étapes pour limiter a la fois la complexité et augmenter la portabilité et
la généricité. La démarche classique est donc de placer et d’ordonnancer les taches
sur une machine virtuelle et d’émuler ensuite la machine virtuelle par la machine
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4 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

cible. Or il semble difficile (impossible) de concevoir une machine virtuelle simple et
universelle qui soit acceptable (comme I’est la machine de von Neumann pour le cal-
cul séquentiel) c’est-a-dire qui puisse servir de référence pour mesurer la complexité.
Une raison clé de cet échec est 'impossibilité de faire abstraction des transferts de
données (de cotits non uniformes de part la hiérarchie mémoire) pour obtenir des
résultats de complexité ayant un sens expérimental.

Ainsi les modeles (de type PRAM synchrone [30] ou asynchrone [11, 4]) per-
mettent d’analyser le cotit d’un algorithme a partir de parametres caractéristiques
des graphes associés a ses exécutions : nombre d’opérations (les taches sont séquen-
tielles), volume d’acces en mémoire partagée (les arétes de dépendance de données
correspondent potentiellement a des acces distants), .... Mais pour que les résultats
ainsi obtenus puissent étre exploitables et validés expérimentalement, il est néces-
saire de montrer comment 'ordonnancement du graphe (indépendant du nombre de
processeurs) peut étre réalisé. Il s’agit d’une part de montrer qu’un ordonnancement
optimal du programme apporte l'efficacité et d’autre part d’exhiber un algorithme
permettant de calculer un ordonnancement optimal ou a un facteur de 'optimal (a-
compétitif). Ces deux études sont complémentaires; ce chapitre est surtout centré
sur la présentation d’algorithmes a-compétitifs. Dans ce cadre, un ordonnancement
optimal pour un programme donné peut éventuellement étre séquentiel.

L’ordonnancement trivial sur une machine PRAM théorique (principe de Brent)
ne peut fournir une émulation raisonnable sur une machine, méme simple, car il
repose sur des hypotheses fausses comme I'indépendance entre les temps de latence
pour accéder a la mémoire partagée et la possibilité de répartir équitablement sans
surcout de temps I’ensemble des instructions d’une étape sur les processeurs.

Une facon de rendre le modele plus fiable est de montrer la possibilité d’ordonnancer
des classes de graphes spécifiques sur des modeles de machine plus réalistes, comme :

e granularité globale : le nombre d’acces potentiels en mémoire distante est nég-
ligeable devant le volume de calcul;

e granularité grossiere : toutes les taches sont de méme durée et ont chacune un
volume d’acces distants négligeable devant leur nombre d’opérations;

e topologie particuliere : le graphe de dépendance est un arbre dont les taches
sont de méme cott.

De tels graphes sont suffisament génériques pour étre effectivement rencontrés dans
des applications irrégulieres : les classes précédentes englobent en effet de nombreux
cas ou par exemple durées de taches et volumes d’acces a des données distantes
sont inconnus ou variables, ou encore le graphe est inconnu et construit au cours de
I’exécution par la création de nouvelles taches.

Nous nous proposons dans ce chapitre de présenter les résultats connus pour
I'ordonnancement dynamique et statique de tels graphes sur un modele simpliste
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1.2. Le probléme d’ordonnancement 5

et d’étudier leur évolution lorsqu’on integre au modele certains parametres carac-
térisant 1’architecture cible comme :

e le nombre de processeurs
e la latence liée aux communications
o I'hétérogénéité des processeurs

Il est clair qu'un modele intégrant seulement ces trois parametres pour étre a peu
prét valide nécessite de nombreuses hypotheses du type : seule "application consid-
érée s’exécute sur le systeme, la bande passante est suffisante pour ne pas entrainer
une saturation des débits ... Malgré cela un tel modele devrait permettre de mieux
analyser le parallélisme exploitable d’une application et de donner un ordonnance-
ment plus efficace a I’exécution.

Organisation. Apres la définition d'un probleme d’ordonnancement, la premiere
section précise les mécanismes systémes nécessaires a sa mise en ceuvre ainsi que
les criteres permettant d’évaluer ses performances. Puis, les algorithmes classiques
d’ordonnancement lorsque les processeurs sont supposés identiques et les communi-
cations non prises en compte, sont rappelés. [.’analyse de leurs performances permet
d’introduire les techniques de base utilisées pour ’évaluation théorique d’un algo-
rithme d’ordonnancement. Dans les sections suivantes, les principaux algorithmes
permettant de prendre en compte les communications sont présentés : ordonnance-
ments dynamiques (section 3) et ordonnancements statiques (section 4). Enfin, les
principaux résultats concernant I’ordonnancement sur des machines hétérogenes sont
présentés.

1.2 Le probleme d’ordonnancement

Dans cette partie, nous définissons le formalisme de graphe le plus général pris
en entrée d’un algorithme d’ordonnancement. L’exécution d’un programme par-
allele décrit (de maniere dynamique dans le cadre le plus général) un graphe de
dépendance. Ce graphe est orienté sans cycle : les noceuds correspondent a des blocs
d’instructions (taches) et les arétes a des relations de dépendance sur I'acces a une
donnée (transitions).

1.2.1 Caractérisation du probleme : graphe de dépendance

De maniere générale, ’exécution d’un programme parallele peut-étre décrite par
un graphe de flots de données (macro data-flow) :DF@G. Ce graphe est biparti,
orienté et sans cycle avec comme ensemble de nceuds JJ = {j1,. .., j, } correspondant
aux blocs d’instructions séquentielles (j signifiant job, nous dirons tache) et T =
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6 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

{t1,...,tm} correspondant aux opérations de lecture et écriture d’une donnée (vue
comme un bloc de mots) en mémoire globale (¢ signifiant transition).

Tous les nceuds d’entrée (i.e. de degré entrant nul) et de sortie (i.e. de degré
sortant 0) sont des transitions; les premiers correspondent aux données en entrée du
programme (fichiers en lecture par exemple) alors que les derniers correspondent a
ses sorties.

Le graphe définit un ordre partiel sur .J, dit de précédence et noté <. Pour tout
1 <1,k <mn, g < g si et seulement s’il existe un chemin orienté de j; vers ji.

N.B. Dans toute la suite, nous nous limitons a l'ordonnancement de graphes
d’arité bornée (qui est celui des algorithmes dits EREW). Dans le cas général (algo-
rithme CRCW), nous supposons donc que le graphe (le programme) a été transformé
en une description sous forme graphe de taches a arité bornée. Une telle transforma-
tion peut augmenter d’un facteur quadratique au plus le nombre de sommets (taches
et transitions) du graphe.

Contraintes de placement. Généralement, des fonctions de contraintes ¢,

T PHAM,1<i<p})etd; : J— PHP,1 <1< p})permettent de spécifier des
contraintes de localisation pour certaines transitions ou pour certaines taches. Une
transition en entrée peut par exemple n’étre disponible que sur un module mémoire,
une tache ne peut étre exécutée que sur un sous-ensemble de processeurs. Dans le
cadre de cet article, nous nous limitons au cas ou aucune contrainte n’est spécifiée,
Le. dp(z) = ({M;,1 <i <p})et ¢;(y) = ({P,1 <i<p})pourtout z € T,y € J.

Déterminisme des exécutions. Le graphe de dépendance est directement as-
socié a une exécution; il ne peut souvent étre completement déterminé qu’apres
exécution compléte du programme. Cependant, dans tous les cas, nous supposerons
que I'exécution reste déterministe : le graphe de dépendance peut étre construit com-
plétement dynamiquement, mais reste le méme pour les mémes valeurs en entrée quel
que soit 'ordonnancement effectué (méme séquentiel). Cette contrainte est liée a la
difficulté (impossibilité si P # N P) de trouver un ordonnancement polynémial pour
un algorithme de cotit polynémial sur une machine non déterministe (i.e. dont toute
exécution admet un ordonnancement polynomial).

1.2.2 Ordonnancement du graphe sur une machine

Une architecture distribuée est vue comme un ensemble d’unités de calcul P;
chacune associée a un module de mémoire M;. L'ordonnancement consiste alors a
affecter a chaque transition ¢ (qui correspond & une donnée “en assignation unique”)
un module mémoire M (t) et a chaque job j le processeur P(j) sur lequel il sera exé-
cuté. [’ordonnanceur spécifie en outre quels évenements conditionnent le démarrage
ou la préemption d’une tache (généralement fin de communication et fin de tache
de calcul).
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1.2. Le probléme d’ordonnancement 7

1.2.2.a Ordonnancement global et ordonnancement systeme

Deux niveaux d’ordonnancement peuvent étre distingués :

e macroscopique : ordonnancement global des nceuds du graphe de dépendance
(taches et données) sur les ressources (processeurs et modules mémoire).

e microscopique : ordonnancement local des processus concurrents sur le pro-
cesseur et des instructions atomiques pour minimiser les temps d’attente (par
exemple anticipation du chargement d’une ligne dans le cache ou avancement
des communications).

Nous ne nous intéressons dans ce chapitre qu’a I'ordonnancement macroscopique,
I’ordonnancement microscopique étant supposé réalisé localement sur chaque pro-
cesseur par le systeme.

Calculer un ordonnancement consiste donc a allouer a chaque nceud du graphe
(donnée ou tache) une ressource en complétant la relation de précédence < initiale.
Chaque exécution du programme apres ordonnancement définit une relation d’ordre
partiel <; sur I’ensemble des différentes instructions atomiques exécutées. Dans tous
les cas, <; doit étre compatible avec < : 'ordonnancement calculé est dit “admis-
sible” si, pour toute exécution et pour tout couple d’instructions atomiques (i,12)
appartenant respectivement aux jobs j; et j5 alors :

(71 = J2) = (11 < 12).

1.2.2.b  Opérations utilisées pour réaliser ’ordonnancement

Pour réaliser et contréler I'ordonnancement calculé, I’'ordonnanceur utilise cer-
taines primitives supposées fournies par le systeme. Sauf précisé, toutes ces primi-
tives sont supposées de coiit constant.

Exécution d’une tache . Une tache (un nceud du DFG) peut étre exécutée sur
un processeur quelconque.

Communication. Un processeur peut lire ou écrire un objet dans n’importe quel
module mémoire distant. Le cout de 'accés a n données est supposé borné par h.n
ou h est une constante de la machine [30, 9]. Les acces mémoire sont asynchrones.
Pour controler 'ordonnancement (via les transitions, une tache accede en lecture
a des données écrites par ses prédécesseurs), des outils de synchronisation globaux
sont supposés disponibles (verrous, sémaphores).

Duplication. La duplication consiste a exécuter plusieurs fois une méme tache
sur différents processeurs; ceci peut permettre de construire des ordonnancements
minimisant les couts de communication.
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8 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

Migration. Certains algorithmes d’ordonnancement utilisent en outre une opéra-
tion de préemption, qui permet de suspendre une tache au cours de son exécution
pour la relancer, éventuellement plus tard, sur un autre processeur [29, 3]. Deux
types de préemption sont distingués :

e migration par redémarrage : lorsqu’une tache est déplacée sur un autre pro-
cesseur, son exécution reprend depuis son début.

e migration :lorsqu’une tache est déplacée sur un autre processeur, son exécution
reprend a partir de sa derniere instruction exécutée.

Un algorithme d’ordonnancement non-préemptif n’utilise aucune de ces opérations :
il perd tout contréle sur une tache dés qu’il ’a démarrée sur un processeur, sauf
information sur sa terminaison. Le cotit d’une opération de migration est supposé
constant.

Remarque. [L’utilisation de la migration est trés liée au modele de programmation
(comment sont implémentées les taches) et au modele de machine. Par exemple, si les
taches sont sans bloquage (c’est le cas dans le graphe de dépendance), la migration
est inutile lorsque la machine est composée de processeurs identiques. Par contre,
elle peut s’avérer utile sur des machines hétérogenes [29].

1.2.3 Notation des probléemes d’ordonnancement

Nous allons utiliser pour classifier les problemes d’ordonnancement la notation
introduite dans [14] et étendue dans [34] pour les problemes avec communications.
Nous I’étendons pour préciser le cas ou le graphe de dépendance est construit en
cours d’exécution, les coiits des taches et des communications étant inconnus jusqu’a
leur terminaison.

Cette notation est constituée de trois champs : «,3,7v. Ces trois parametres
permettent de regler le niveau d’abstraction de la machine virtuelle et les hypotheses
sur le type de graphes considérés.

Le parametre o définit le type des processeurs et leur nombre. Pour nous :

e o = P :signifie que les processeurs sont identiques et que leur nombre m
est une entrée du probleme.

e o = P : signifie que les processeurs sont identiques, leur nombre étant
suffisant ou non borné.

e o = P, : indique un nombre fixé de processeurs identiques.

Le parametre § définit le type du graphe de précédence, les temps d’exécution
des taches, le cott de communication, ’autorisation ou pas de la duplication,
I’autorisation ou pas de la préemption.

Donc 3 = (313233084 ot :
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1.2. Le probléme d’ordonnancement 9

o 31 € {prec?, prec,arbre,chaine, ..., 8} : Type du graphe de précédence
des taches.
— 1 = prec : le graphe de précédence des taches est quelconque mais
de structure connue;

— 1 = prec? : le graphe de précédence des taches est quelconque mais
inconnu (construit en cours d’exécution);

— (1 = arbre : le graphe de précédence des taches est un arbre;

— 31 = o : les taches sont indépendantes.

e 35 € {com,com?, cj, c, 8} : communication.
— 2 = com : temps de communication donnés par le graphe de précé-
dence des taches.

— (35 = com? : temps de communication inconnu avant fin de la com-
munication effective mais constant.

— P2 = com? < a. p; : temps de communication inconnu mais vol-
ume total de données communiquées borné par une constante fois le
volume total de calcul.

— (B3 = ¢ji, : le temps de communication entre la tache j et la tache k&
est ¢jp.
— 2 = ¢ : temps de communication partout égaux.
— (35 = o : temps de communications nuls.
o 33 =€ {dup,mig, e} : la migration et la duplication sont autorisées ou
non
o Bs€{p;=1,p; =7,0} : durée des taches;
— 4= (p; = 1) : toutes les taches ont une durée d’execution unitaire.

— B4 = (pi =7) : les taches sont de durées quelconques et inconnue
avant exécution.

— P4 = o : les durées des taches sont définies par le graphe de précé-
dence des taches.

Le parametre v définit I'objectif. Dans ce chapitre, le but sera toujours de min-
imiser la durée d’exécution, ce but est noté v = C,,,,.

1.2.4 Evaluation du coiit d’un algorithme
d’ordonnancement

Des que 'on considere des machines virtuelles non triviales, le probleme de trou-
ver un ordonnancement optimal d’un graphe devient NP-difficile. On s’intéresse

ICaRE97 GDR-PRC PRS



10 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

donc a rechercher des heuristiques polynéomiales (voire linéaire) pouvant fournir un
ordonnancement proche de I'optimal.

[’efficacité d’une heuristique peut-étre évaluée de diverses facons. Dans ce cours,
nous nous contenterons de mesurer la qualité d’'un algorithme d’ordonnancement
par deux criteres :

e ratio (ou compétivité) : le maximum du rapport sur tous les graphes entre la
durée obtenue par 'ordonnancement de I’heuristique et la durée obtenue par
un ordonnancement optimal.

e surcoiit d’ordonnancement : le nombre d’opérations requises pour la mise en
ceuvre effective de I'ordonnancement.

1.2.4.a Ratio de performance ou compétitivité

Définition 1.2.1 Soit h un algorithme d’ordonnancement. Le ratio de performance
de h, noté R(h), est le mazimum du rapport sur tous les graphes entre la durée
donnée par ordonnancement fourni par h et la durée de ["ordonnancement optimal,

maxr h
c¢’est-a-dire R(h) = Ma:z:ci()

opt

On dit qu’un algorithme h est p-approché (ou encore p-compétitif) si R(h) < p.

Un algorithme A est d’autant plus efficace que son ratio R(h) est petit. La dé-
marche dans le cas d’un probleme NP-complet est donc de trouver la meilleure
heuristique possible. En fait la plupart du temps nous ne sommes capables que de
donner une borne supérieure du ratio de la meilleure heuristique (en étudiant le ratio
d’une heuristique connue) et une borne inférieure de ce ratio.

Une technique classique pour obtenir une borne inférieure du ratio est basée sur
le résultat suivant, facile a démontrer et appelé “théoreme de 'impossibilité” [25].

Théoreme 1.2.1 FElant donné un probléeme d’ordonnancement et un entier ¢, si la
question de savoir si un graphe G peut-étre ordonnancé en ¢ unités de temps ou
moins est NP-complet alors on ne peut pas espérer avoir une heuristique pour ce

. I
probleme d’ordonnancement ayant un ratio inférieur a .
c

La valeur du ratio de performance permet de cerner la complexité pratique du prob-
leme et de traduire 'augmentation de la complexité du probleme en fonction des
nouveaux parametres intégrés au modele.

D’un point de vue pratique, I’heuristique de meilleur ratio n’est pas forcément celle
a intégrer si le surcotit induit par sa mise en ceuvre s’avere trop important.
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1.3. Ordonnancements sans communication 11

1.2.4.b  Surcout d’ordonnancement

Définition 1.2.2 Soit h un algorithme d’ordonnancement et G un graphe de dépen-
dance quelconque. Le surcoit d’ordonnancement de h, noté o(h), est le nombre
d’opérations effectuées par h pour exécuter G.

Il est souvent difficile de séparer a priori le surcout lié a la mise en ceuvre de
I'ordonnancement de la longueur de 'ordonnancement lui-méme (caractérisé par le
ratio). Aussi, son étude est basée sur I'analyse du ratio et complétée par la prise en
compte des opérations pour I'ordonnancement.

Le surcout peut étre séparé en deux parties : d’une part les opérations requises
pour le calcul de 'ordonnancement et d’autre part celles utilisées pour exécuter le
graphe de taches en garantissant le respect de la relation de précédence.

Cadre statique. Dans le cadre statique, le graphe étant connu a la compilation,
le calcul de 'ordonnancement n’implique pas de surcotit. Par contre son contréle
nécessite un surcout lié — au moins — a la taille du graphe. La réalisation d'un
ordonnancement pré-calculé étant triviale, nous considérerons uniquement le ratio
de performance pour I’analyse des algorithmes d’ordonnancement statique.

Cadre dynamique. Dans le cadre dynamique, au surcout de controle s’ajoute
aussi celui du calcul de I'ordonnancement. Dans tous les cas, chaque nceud et chaque
transition devant étre placés, il est borné inférieurement par la taille du graphe.

Notation. Pour exprimer le surcout d’ordonnancement, dans la suite nous dési-
gnerons par IV, le nombre de taches et par N; le nombre de transitions. Comme
tous les noeuds sont supposés d’arité bornée, nous désignerons par n = N, + NV; le
nombre de nceuds dans G et par ng le degré de GG. Une borne sur la taille du graphe
est donc nng.

1.3 Ordonnancements sans communication

Nous présentons d’abord les résultats préliminaires concernant I’ordonnancement
(dynamique ou statique) sans communication.

1.3.1 Probleme P, |prec,p; =7|Cpq, ¢ algorithme de liste

Dans le cas de la régulation dynamique de la charge, I'ordonnancement le plus
rencontré en pratique consiste basiquement, lorsqu’un processeur devient inactif, a
lui allouer une tache préte s’il en existe. Un tel ordonnancement est appelé “al-
gorithme de liste” : il requiert de gérer une structure évoluant dynamiquement et
permettant d’accéder aux taches prétes.
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12 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

Dans cette section, seul le ratio de performance d’un tel algorithme pour un
graphe de précédence quelconque est étudié. Le surcott induit par sa mise en ceuvre
sur une architecture distribuée (gestion du graphe et controle de I'ordonnancement
d’une part, introduction des communications d’autre part) est étudié dans la section
1.4.

Théoréme 1.3.1 [12] Si les communications ne sont pas prises en comple, tout
algorithme d’ordonnancement de type liste a un ratio de performance borné par
(2 — %) sur une machine constituée de m processeurs identiques.

Nous rappelons la preuve de ce résultat car son schéma intervient dans de nom-
breuses démonstrations.

Soit T, la longueur de I'ordonnancement fourni par 1’algorithme de liste sur m ma-
chines. Un algorithme de liste est tel que, a chaque instant, au moins un processeur
exécute une tache. Ainsi, si a un instant donné un processeur est inactif alors il
existe au moins un processeur qui exécute une tache. Soit ¢;, l'une des taches qui
s’est terminé a la date 7}, et soit d;, la date de début d’exécution de ¢;,. Deux cas
peuvent étre distingués :

cas 1 :soit aucun processeur n’a été inactif avant d;,.

cas 2 :soit il existe au moins un processeur inactif a un certain instant avant d;, . Soit
0 la plus grande date avant d;, a laquelle au moins un processeur est inactif. A
0, t;, n’est pas préte car sinon elle aurait été affectée a un processeur inactif.
Donc il existe une tache ¢;, telle que ¢;, est en cours d’exécutiona et ¢;, < t;,.
Soit d;, la date de début d’exécution de ¢;,.

En appliquant récursivement ce schéma jusqu’a ce que le cas 1 arrive, nous constru-
isons une séquence de taches ¢;, < ... <1;, <1; telle que, a tout instant, soit tous
les processeurs sont actifs soit un processeur exécute une tache ¢, (1 <i < k).

Soit T, le temps minimal sur un nombre infini de processeurs et 7} le nombre
total d’opérations exécutées (temps sur un processeur séquentiel, appelé aussi tra-
vail). Le temps total d’inactivité #1 est défini par #1 = mT,, —Ty. Pour 1 < <k,
soit /; la durée de la tache ¢;,. Nous avons #1 < (m — 1) X5, I;, d’ou :

k
Pl <Ti+(p—1)>_ L.

=1

En outre, les taches ¢;,, 1 <1 < k étant sur un chemin critique, 2521 [ <Ty.Ona
finalement :

T 1
T < — + (1——) Ts (1.1)
m m
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1.3. Ordonnancements sans communication 13

Par ailleurs, soit 77 la longueur de l'ordonnancement optimal. On a T, < T et,
comme T opérations doivent étre exécutées par tout ordonnancement, m77 > 7).
Remplacant dans 1.1, on obtient : T}, < (2 — %) Tx. O

Le théoreme précédent 1.3.1 est donné dans une version restreinte. [3]. De maniere
plus générale, la borne 1.1 reste inchangée lorsque la relation de précédence <" con-
sidérée par 1’algorithme de liste est plus forte que celle < utilisée pour calculer
I'ordonnancement optimal. La preuve est directe puisque on aura encore ¢;, < ... <
tj, < tj,. Clairement, la méme remarque s’applique si la durée des taches est aug-
mentée artificiellement. Cela implique que ni I'ajout de contraintes de précédence
telles que des barrieres de synchronisation pour obtenir un graphe de dépendance
bien structuré (par exemple semi-parallele), ni I'insertion artificielle d’opérations de
découpe pour que toutes les taches aient la méme durée ne peuvent améliorer le
ratio d’un algorithme d’ordonnancement en ligne.

Remarque : principe de Brent constructif. En corollaire de ’encadrement
1.1, on obtient une démonstration constructive générale du principe de Brent pour
des taches de longueur arbitraire (et non forcément unitaires).

Corollaire 1.3.1 Si un programme paralléle effectue Ty opérations (temps séquen-
tiel) et peut s’exéculer en temps paralléle minimal Ty, sur un nombre infini de pro-
cesseurs, alors il peut étre exéculé sur m processeurs en temps

war{[B] ) < < [0y 02

m

1.3.2 Bornes inférieures sur le ratio

Une question naturelle est alors de déterminer s’il est possible d’obtenir un ratio
de performance inférieur a (2 — %), soit sur le méme probleme soit en utilisant des
opérations plus puissantes pour réaliser 'ordonnancement, comme le tirage aléatoire
ou la migration. Ce probleme est étudié dans [29] ou la proposition suivante est
prouvée.

Théoreéme 1.3.2 [29] Si les temps de communication ne sont pas pris en comple,
(2 — %) est une borne inférieure pour le ratio d’un algorithme d’ordonnancement
déterministe avec ou sans migration.

Un algorithme probabiliste sans préemplion ne peul avoir un ratio de performance
inférieur a (2 — \/1—5), ratio qui est oblenu par un algorithme de liste dans lequel les
taches affectées aux processeurs inactifs sont tirées au hasard parmi ’ensemble des
laches prétes.

Seule la preuve de la premiere partie est ici présentée car elle utilise la construction
d’un adversaire, technique fréquemment utilisée pour obtenir des bornes inférieures
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14 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

sur un algorithme a la volée. Il s’agit de construire une instance du probleme réalisant
le pire cas et de montrer que ce pire cas ne peut étre évité par aucun algorithme
d’ordonnancement.

Le pire cas est obtenu pour I'instance suivante due a Graham [12]. GG contient
1 4+ p(p — 1) taches indépendantes; une tache a est de longueur p tandis que les
Br, 1 <k < p(p—1) autres sont de longueur 1. L’ordonnancement optimal est de
longueur p; il est obtenu en exécutant ay sur un processeur et les p(p — 1) taches 3y
sur les p — 1 autres processeurs.

Aucun algorithme d’ordonnancement a la volée ne peut faire d’hypothese sur
la longueur d’une tache qui est inconnue tant que la tache n’est pas terminée. La
technique de ’adversaire consiste alors a faire en sorte que la la tache a soit démarrée
le plus tard possible. Chaque fois que 'ordonnanceur lance 1’exécution d’une tache
sur un processeur, nous supposerons donc que cette tache est une tache (i, de
longueur 1. Ainsi 'ordonnanceur ne peut demander I’exécution de la tache o qu’apres
que toutes les taches (3 aient été exécutées, donc au plus tot au top (p — 1). La
longueur de I'ordonnancement délivré est alors de longueur au moins (p — 1) + p,
ce qui montre la borne inférieure. Il est clair que la préemption ou la migration ne
peuvent améliorer ce ratio. a.

En conséquence, ni la migration ni I'introduction d’aléatoire ne peuvent améliorer
le ratio de performance en comparaison d’un algorithme de liste.

1.3.3 Probleme : Plindep, p;|Chnaz

Si la durée des taches est supposée connue, trier la liste (par exemple en ordon-
nangant en priorité les taches les plus longues) ne permet pas d’améliorer la borne
de Graham. Par contre, il est possible d’obtenir une amélioration en restreignant la
classe de graphes considérés.

Ainsi si les taches sont indépendantes le probleme reste NP-complet (réduction au
probleme de la partition) mais I'heuristique LPTF — largest processing time first —
(algorithme de liste avec la liste des taches triée en ordre décroissant de durée)

1

permet d’obtenir un ratio de = — — [13].

Une restriction plus intéressante est celle ou toutes les taches ont la méme durée,
ce sous probleme étudié dans la section suivante servira de base de comparaison lors
de I’étude de I'impact des communications.

1.3.4 Probleme : Plprec,p; = 1|Cpax

Théoreme 1.3.3 [l n’existe pas d’algorithme d’ordonnancement pour le probleme
P| prec, p; = 1|Chuas ayant un rapport de performance inférieur a % st P# NP.

Ce résultat est déduit du résultat suivant par le théoreme de I'impossibilité :
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1.3. Ordonnancements sans communication 15

Lemme 1.3.1 [22] Le probléme de décider pour un graphe de précédence quelconque
sl existe un ordonnancement valide de longueur au plus 3 est NP-complet.

Nous allons utiliser une reduction du probleme CLIQUE qui est un probleme connu
NP-complet. On rappelle qu'une ¢liqgue un graphe dont tous les sommets sont adja-
cents. Il est évident que si Gy = (V4, Ey) est une clique et si Gy = (Va, E3) a le méme
nombre de sommets que G (|V1] = |V2|) mais n’est pas une clique, alors |Ey| > | Fy|.

Le probleme CLIQUE est le suivant :
e Instance : Un graphe non-orienté G = (V, F) et un entier k.
e Question : Existe-t-il dans GG une clique de taille & ?

Nous réduisons une instance de CLIQUE a une instance de Plprec,p; = 1|Cpar de
la maniere suivante (la figure 1.1 illustre la réduction). Soit [ = @ le nombre
d’arétes dans une clique de taille k; Soit k&' = |V| — ket I' = |E| — L.

On considere I'instance suivante de P|prec,p; = 1|Chas :
e Le nombre de machines est m = max{k,[ 4+ k', '} + 1.

e Pour chaque sommet v € V., on introduit une tache 7T, et pour chaque aréte
e € F une tache L.. On a T, < L, si v est une extremité de e.

e Onajoute (3m—I[—k—I'—Fk') taches X (z = 1,....m—k),Y,(y = 1,....m—I—F')
et Z.(z=1,...,m—1') avec les précédences X, <Y, < Z., Vz,y, z.

Le nombre total de taches est 3m. Un ordonnancement valide avec (., = 3 ne
peut donc pas avoir de temps d’inactivité.

e Supposons que G contient une clique de taille &, alors il existe un ordonnance-
ment valide de longueur 3 (voir figure 1.1).

e Supposons qu’on a un ordonnancement valide de longueur 3, alors GG contient
une clique de taille k.

Il est évident que les taches qui appartiennent a des chemins de longueur 3
doivent étre exécutées au plus tot. Ainsi X, Y, et Z, sont exécutés aux instants 1,
2 et 3 respectivement.

A l'instant 1 on peut exécuter au plus k taches de type T'. Supposons que seule-
ment ky < k taches forment une clique. Ceci dit qu’il y aura certains processeurs qui
vont rester inactifs pendant la deuxieme unité de temps puisque les taches de type
L (c’est-a-dire les arétes adjacentes aux k sommets exécutés a I'instant 1) qui sont
liberées sont moins de [. Par conséquent, 'ordonnancement ne peut pas terminer a
t=3. O
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16 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement
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Figure 1.1 : Le graphe de précédence des taches, l'instance correspondante du
probleme d’ordonnancement ou m = 6, et un ordonnancement en trois unités de
temps.

1.3.5 Une borne supérieure pour Plprec,p; = 1|Cpay :
I’algorithme de Coffman-Graham

La solution du probleme utilise un algorithme d’étiquettage qui associe a chaque
tache du graphe un entier. L’étiquettage se fait de la fagon suivante [18]. R désigne
I’ensemble des taches non étiquettées dont tous les successeurs immediats sont déja
étiquettés.

e Etape 1 : On distribue de facon arbitraire des étiquettes aux taches qui n’ont
pas de successeurs.

e Etape 2 : A chacune des taches de R on fait correspondre la séquence
décroissante des étiquettes de ses successeurs immédiats S;. La tache qui a
la plus petite (lexicographiquement) séquence S; prend 1’étiquette suivante.
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1.4. Ordonnancements dynamiques avec communications 17

e Etape 3 : On itére I'étape 2 jusqu’a ce que toutes les taches de G soient
étiquettées.

e Etape 4 : Construction d’une liste de priorité en ordre décroissant des éti-
quettes.

Théoreme 1.3.4 [21] L’algorithme de CG a un ratio de performance borné par

2
9_ 2
m

La preuve assez technique de ce résultat est omise. Elle permet d’obtenir le corollaire
suivant.

Corollaire 1.3.2 L’algorithme de CG est optimal pour P2|prec,p; = 1|Cpaz.

Etant donné que la complexité en temps de 1’algorithme de CG est en O(n?), il est
évident qu’on a intérét de 1'utiliser seulement pour des petites valeurs de m. Pour
des grandes valeurs de m les gains par rapport a un algorithme de liste quelconque
deviennent minimes.

Remarque. La complexité du probleme P, |prec,p; = 1|Ciar n’est pas connue
quand m > 3.

1.4 Ordonnancements dynamiques avec
communications

Nous nous intéressons a la mise en ceuvre d’un algorithme de liste sur une ar-
chitecture distribuée qui fournit un ordonnancement de longueur presque optimale
sur un nombre arbitraire de processeurs identiques (cf corollaire 1.3.1). L’intéret
d’un tel algorithme est d’étre compatible avec une création dynamique du graphe
de dépendance : une tache ¢t peut créer lors de son exécution de nouvelles taches
1, en nombre quelconque, en ajoutant de nouvelles dépendances. 1l est donc parti-
culierement adapté a des applications irrégulieres ou la génération de parallélisme
est souvent réalisée en cours d’exécution.

Deux problemes sont alors a considérer :

e l'implémentation de I’algorithme de liste lui-méme : gestion du graphe et con-
trole de 'ordonnancement par affectation de taches prétes aux processeurs
inactifs.

e la prise en compte du cout des communications.

Les résultats présentés sont appliqués a l'ordonnancement de programmes dont le
nombre d’opérations est grand devant le nombre de taches et de dépendances (gran-
ularité globale).
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18 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

Remarque : Hypothese sur la construction a la volée du graphe de taches.
Pour faciliter la gestion du graphe de dépendance (qui induit une relation de précé-
dence entre les taches), nous supposerons que :

o les taches ¢ créées ont une relation de précédence avec la tache ¢ qui les crée,
c’est a dire : Vk, si t crée t;, alors t < ty;

¢ les nouvelles dépendances de données ajoutées au graphe ne peuvent concerner
que les taches ayant préalablement une relation de précédence avec ¢, c’est a
dire : soit 11 et {5 deux taches et {; < {5 une dépendance ajoutée par t, alors,
avant I’ajout de cette dépendance, on avait ¢ < ¢; et ¢ < 5.

Ces contraintes, bien que non restrictives en ce qui concerne la description de
I’exécution d’un algorithme sous forme de graphes de taches (cf les chapitres sur
la construction de graphes de taches), ne sont pas fondamentales : leur introduc-
tion est motivée par l'obtention d’une implémentation concise en ce qui concerne
I’algorithme de listes.

1.4.1 Coiut des communications : simulation d’une
mémoire partagée

Pour prendre en compte le cotut des communications (contention et latence),
nous simulons une mémoire partagée. La simulation utilise des fonctions de hachage
(choisies aléatoirement dans une classe de fonctions de hachage universelles) pour
distribuer les objets accessibles par tous les processeurs (i.e. les transitions dans le
graphe de dépendance) sur les différents modules mémoire [28, 20].

Le délai d’une simulation est le temps requis pour 'acces a une donnée de taille
unité. Il est lié a I’évaluation de la fonction de hachage, a la contention mémoire
(quand plusieurs acces sont effectués vers un méme module) et a la latence (temps
de routage). Dans [28], une simulation de délai ©(log p) sur un réseau “butterfly” est
donnée pour des acces exclusifs (de type EREW). Dans [19], une simulation de délai
O(log log plog™ p) est donnée pour des acces aléatoires (de type EREW ou CRCW)
sur une architecture disposant d’un réseau d’inteconnexion complet (la latence n’est
pas prise en compte); pour des acces concurrents (CRCW), la simulation est a un
facteur log™ p de I'optimal.

Pour obtenir une simulation optimale, ces délais doivent étre masqués par des
calculs. La technique classique (virtualisation ou “parallel slackness” [20, 31, 19])
consiste a simuler ¢ (¢ > p) processeurs virtuels sur les p processeurs de I’architecture
physique, en utilisant généralement des processus légers. La simulation est alors dite
optimale si le délai pour un acces est proportionnel a g/p.

Dans la suite de cette section, nous supposerons disposer d’une simulation opti-
male de délai h; le nombre de processeurs m requis pour une telle simulation peut
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1.4. Ordonnancements dynamiques avec communications 19

alors étre supérieur au nombre de processeurs p de ’architecture. ’ordonnancement
sera donc effectué sur m processeurs et non p, mais comparé a 'ordonnancement
optimal sur p processeurs. Un processeur (parmi les m) peut lire ou écrire un objet
dans n’importe quel module mémoire distant. Le colit de 'accés a une donnée de
taille n est supposé borné par h.n ou h est une constante de la machine.

Synchronisation. Les acces en mémoire distante ne permettent pas directement
de synchroniser les processeurs (a la différence des communications). Sur une ar-
chitecture distribuée asynchrone, des outils spécifiques de synchronisation (verrous,
sémaphores) doivent alors étre utilisés. Nous supposerons aussi que le cout d’accés
a un verrou global, lorsque celui-ci est libre, est lui aussi borné par h (il requiert un
aller-retour).

1.4.2 Probleme P, |prec?,p; =7|Cpq, ¢ algorithme de liste

Lorsque le graphe de dépendance est construit et déterminé en cours d’exécution,
I'implémentation d’un algorithme de liste nécessite de gérer une structure perme-
ttant de déterminer les taches prétes (i.e. dont les prédécesseurs sont terminés) et
d’affecter des taches distinctes a chacun des processeurs devenus inactifs.

Directe en séquentiel, cette affectation est cependant complexe en distribué. Dans
[7], un algorithme basé sur des graphes d’expansion est utilisé pour ordonnancer n
taches indépendantes effectuant au total 7y = O(n) opérations en temps O(logn)
sur $ processeurs d’'une EREW PRAM; outre le caractere théorique dun tel
ordonnancement (qui suppose une synchronisation globale & chaque instruction), la
constante masquée dans le O est loin d’étre négligeable (> 237) devant le ratio de
performance (proche de 2).

Dans ce qui suit, nous considérons dans un but simplificateur une gestion séquen-
tielle de la structure permettant de calculer les taches prétes (i.e. la liste) et de les
affecter aux processeurs inactifs. A défaut d’étre la plus performante sur un grand
nombre de processeurs, elle permet d’estimer précisément le surcoit lié a la ges-
tion de 'ordonnancement. Pour éviter de dédier un processeur a la gestion de cette
structure, elle est stockée en mémoire (virtuellement) partagée et accédée par les
processeurs en exclusion mutuelle; ’exclusion est réalisée par un verrou global.

Théoreme 1.4.1 Soit un programme paralléle dont 'exécution génére n laches et
ng dépendances (transitions). Soit Ty le temps d’une exécution séquentielle (sur un
processeur) et Ty, le temps minimal sur un nombre infini de processeurs. Alors, si
les communications ne sonl pas prises en compte, GG peul élre ordonnancé sur m

1Une constante beaucoup plus faible peut étre obtenue si I'ordonnancement est réalisé sur moins
de processeurs. Par exemple, I'utilisation d’un calcul de préfixe permet de calculer un ordonnance-

ment a un facteur 2 de 'optimal sur IO;n processeurs [6].
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20 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

processeurs identiques en temps T,, borné par :
T
Tw <— 4T +0(n+ng+m).
m

Comme pour le théoreme 1.3.1, la preuve est basée sur la construction d’un ensemble
de taches situées sur un chemin critique dans G. Pour controler 'ordonnancement,
nous utilisons une structure globale, visible par tous les processeurs et accédée en
exclusion mutuelle grace a un verrou global verrou-graphe; outre le graphe G, cette
structure contient :

e la liste L; des taches prétes (initialisée avec les taches de G de degré entrant
nul);

e la liste L; des processeurs inactifs; a I'initialisation, seul un processeur (disons
Po) est supposé artficiellement actif — il simule la terminaison d’une tache
fictive —, les autres m — 1 processeurs étant mis dans L.

[’ordonnancement des taches est géré de la facon suivante : lorsqu’un processeur
p termine une tache ¢ (par exemple Fy au top 0), il exécute les instructions de
post-traitement liées a t suivantes :

1. Prendre le verrou verrou-graphe.

2. Mettre a jour (G en ajoutant les nouvelles taches créées et les dépendances
associées.

3. Mettre a jour la liste L; des taches prétes en ajoutant les taches successeurs
immédiats de ¢ dont tous les prédécesseurs sont terminés.

4. Tant que (L; # vide) et (L; # vide) faire
Enlever une tache ¢’ de L; et un processeur p’ de L;;
Lancer I'exécution de ¢’ sur p'.

5. Si (L; # vide) alors
Enlever une tache ¢/
Relacher le verrou verrou-graphe;
Exécuter ' (sur le processeur p)

6. sinon
Ajouter p a la liste des processeurs inactifs
Relacher le verrou verrou-graphe;
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De maniere évidente, 'ordonnancement ainsi construit est admissible, i.e. ne viole
aucune contrainte de précédence dans (. Soit T, le temps d’exécution avec cet
ordonnancement sur m machines. En reprenant le schéma de la preuve précédente
(1.3.1), il s’agit de borner les tops d’inactivité potentielle. Les tops {1,...,T,,} sont
partitionnés en trois sous-ensembles, A (activité), O (ordonnancement) et I (inac-
tivité) de la fagon suivante :

e a tout top dans A, tous les processeurs exécutent une tache, i.e. une instruction
de I"application.

e a tout top dans O, une instruction de post-traitement (i.e. gestion de I'ordon-
nancement) est en cours.

e a tout top dans [, la liste L; des processeurs inactifs est non vide mais aucune
instruction de post-traitement n’est en cours d’exécution.

En remarquant que, lorsqu’un processeur est en attente du verrou, une instruction
de post-traitement est nécessairement en cours sur un autre processeur, il n’y a pas
dans AJC' de tops ou un processeur est en attente du verrou.

# A peut étre trivialement borné par % [.’exécution en exclusion mutuelle des
instructions de post-traitement permet de borner facilement #0. En effet, une fois
le verrou pris, le post-traitement ne consiste qu’en la mise a jour des listes (les
opérations de base sont en coiit constant) et au lancement de nouvelles exécutions
éventuelles. Lorsque le verrou est libre, le temps nécessaire a sa prise est borné par
h. Lorsqu’il n’est pas libre, il existe nécessairement un autre processeur en train
d’exécuter une instruction de post-traitement (éventuellement en train de prendre
ou de relacher le verrou). Par suite, le nombre de tops dans #O est borné par
O(h(n + ng+ m)) (i.e. la taille du graphe).

#1 est borné de maniere analogue a la preuve de Graham, en remarquant que
lorsqu’un processeur est inactif et aucun en cours de post-traitement, il existe néces-
sairement une tache sur un chemin critique qui est en cours d’exécution. Par suite,
#I < T,.

Pour conclure, mT,, = m#O +m#A+ (m —1)#1. D'ot® T,, < % +Tw+0(n+
ng + m). 0O

Conclusion sur le surcoiut d’ordonnancement. Borner le surcoiit requiert
d’analyser 1’algorithme qui contréle 'ordonnancement. Dans tous les cas, ce surcott
fait apparaitre un terme lié a la taille du graphe de dépendance. Pour le diminuer,
on peut s’intéresser a structurer ce graphe; mais les remarques énoncées a la section
précédente montre que cela ne peut qu’entrainer une perte en terme de ratio.

?Le ratio (2 — 1/m) de Graham se retrouve directement dans le cas ot #0 = 0.
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Implémentation d’un algorithme de liste. En pratique, la gestion centralisée
des listes et ’acces en exclusion mutuelle est évité. D’une part, le graphe est stocké
de maniere distribuée; d’autre part, lorsqu’un processeur est inactif, il scrute les
autres processeurs pour trouver une nouvelle tache a exécuter (on parle de “vol”
de tache). Une telle stratégie est analysée en moyenne d’un point de vue théorique
dans [5, 17] et permet d’obtenir un résultat similaire a 1.4.1.

1.4.3 Probleme P, |prec?, p; =7, com?|Cpq, : communications

[’algorithme précédent ne prend pas en compte le délai entre ’affectation d’une
tache préte a un processeur et le moment ou elle démarre son exécution, les données
dont elle dépend étant disponibles localement sur ce processeur. De part la technique
de simulation utilisée pour la mémoire partagée (§1.4.1), ce délai est borné par h
fois le volume des données accédées. Le résultat s’étend donc directement.

Théoreme 1.4.2 Soit une machine simulant m processeurs identiques accédant
avec un délai h a une mémoire virtuellement partagée.

Soit un programme paralléle dont ['exéculion génere n taches et nyg dépendances
(transitions). Soit Ty le temps de lexécution séquentielle (sur un processeur), W,
le volume total maximal d’acces distants et T, le temps minimal sur un nombre
infini de processeurs (avec communications). Alors, G peut étre ordonnancé sur m
processeurs identiques en temps T,, borné par :

Tm§£+hWC
m

- + T + RO(n + ng + m).

Le résultat s’obtient a partir de la preuve précédente (théoreme 1.4.1) en bornant
m#A par Ty + W, et #1 par T, (qui prend en compte les communications sur le
chemin critique). O

1.4.4 Granularité globale : P,|prec?, p; =7, com? < a ¥ p;i|Crax

Le théoreme précédent ne permet pas d’évaluer le ratio de performance par
rapport a ’ordonnancement optimal. D’une part, ce dernier peut éventuellement
supprimer toutes les communications et d’autre part, la simulation de délai optimal
utilisé requiert un nombre de processeurs m supérieur au nombre de processeurs p
physiques. Le temps effectif sur p processeurs est alors %Tm; il ne peut étre garanti
a un facteur constant de I'optimal que si AW, négligeable devant T}.

Lorsque le volume maximal de communications est borné par 77 (probleme
P,lprec?,p; =7,com? < a¥ p;|Cnaz), Palgorithme de liste précédent (théoreme
1.4.2) permet d’obtenir un ordonnancement de longueur bornée par :

m

T
<(1 + ah) = 4 Toy + hO(n + 1y + m)) :
P m
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Si pour une entrée de taille suffisante, les valeurs de o (borne supérieure du
rapport entre volume de communications et volume de calcul), T, (temps parallele
minimal) et (n 4 n4) (nombre de taches et de dépendances) sont asymptotiquement
négligeables devant le temps séquentiel d’exécution, le ratio de performance est
asymptotiquement optimal (i.e. 1). D’ou le théoreme suivant.

Théoreme 1.4.3 Soit un réseau de processeurs constitué de p processeurs iden-
tiques communiquants via un réseau d’interconnexion.
Soit m un programme paralléle dont Uexécution construit un graphe de dépendance
avec un volume de dépendances de données asymplotiquement négligeable devant le
temps séquentiel T el un nombre d’arétes de dépendances asymptotiquement nég-
ligeable devant le temps paralléle sur un nombre infini de processeurs. Alors m peut
élre exéculé en temps T, asymplotiquement optimal par un algorithme de liste :
T, <(1+ e)ﬁ
p

On obtient donc un ordonnancement asymptotiquement optimal pour des prob-
lemes tres paralleles et requérant peu de communications. Ce cadre est plus général
que celui de la granularité grossiere (certaines taches pouvant requérir un temps de
communication grand devant le temps de calcul [10]). Il est a noter que la création
dynamique de taches et la gestion du graphe n’implique pas de surcotiit pour autant
que la taille du graphe des taches reste négligeable devant le temps parallele optimal.

1.5 Ordonnancements statiques avec
communications

En reprenant le meme modele de communication qu’au paragraphe 1.4.1, nous
considérons que le temps de communication entre deux taches ayant une dépendance
directe est nul si les deux taches sont exécutées sur le méme processeur et est de
durée constante et connue (proportionnelle a la taille de la donnée communiquée)
sinon. Soit d; la date de début de la tache ¢; sur le processeur P;; si (i,7) est un arc
du graphe de précédence et F; le processeur qui exécute la tache 1, alors

dij —d; > pi, s1 P;=P;
dj_dizpi‘l‘cij, St PZ%P]

ou ¢;; est le cott de la communication interprocesseur entre les taches i et j.

1.5.1 Granularité grossiére : Plprec,c = 1,p; = 1|Cpnas

Théoréme 1.5.1 Le probléme de décider si une instance de Plprec,c = 1,p; =
1Chasr @ un ordonnancement de longueur au plus 6 est NP-complet.
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24 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

La preuve est basée sur une transformation par le probleme 3-SAT (voir [16]).

Corollaire 1.5.1 [l n’existe pas d’heuristique p-approchée telle que p < g
Ainsi nous savons que nous sommes dans I'impossibilité de trouver une heuristique
qui permette de garantir que quelque soit le graphe en donnée la solution obtenue
par 1’heuristique est a moins de 16% de la solution optimale.

Ce probleme avec ¢ = 0 était un probleme facile. Une heuristique triviale pour
¢ = 1 est d’intercaler entre 2 étapes de calcul une phase de communication. Cette
heuristique a trivialement un ratio égal a deux. Récemment dans [26], les auteurs

donnent une heuristique de ratio —. Cette heuristique est basée sur la résolution

d’un probleme de programmation linéaire.

En effet, soit G=(V,E) le graphe représentant une instance du probleme P|prec,
¢ =1, pj = 1|Cpasz. Le probleme peut-étre formulé par le probleme linéaire en
nombres entiers suivant :

Min w
VieV, t; > 0
V(i,j) € E, zuj; € {0,1} (%)
V(i,j)e B, ti+ 1+, >t
VieV, > zuy > ITHE)| -1

JeET+(4)
VZ € V, Z SZZ(]"Z') Z |F_(Z)| — 1
J€r—(4)
VieV, t;, +1 < w

Avec cette formulation z(; ;) = 0 implique que les taches 7 et j sont exécutées sur le
meéme processeur. Lorqu’on relache les contraintes d’intégrité (c’est-a-dire on rem-
place (x) par V(i,7) € I, z;; € [0,1]) on obtient un probleme de programmation
linéaire qui peut étre résolu en temps polynomial.

Intuitivement, dans la solution réelle obtenue plus z(; ;) est proche de 0 plus on
a intérét a supprimer la communication entre la tache ¢ et la tache j. Dans [26], les
auteurs montrent qu’effectivement en mettant a 0 tous les z; ;) strictement inférieurs
a % et a 1 les autres, on obtient une solution réalisable a moins de 33% de la solution
réelle (qui est elle-méme une borne inférieure de la solution optimale).

Théoreme 1.5.2 L’heuristique proposée est un algorithme g—approché.

Dans [8], il est montré que ce probleme devient facile si on autorise la duplication
des taches.
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1.5.2 Le probleme Plprec,c =1,p; = 1|Cpas

Théoreme 1.5.3 Le probléeme de décider si une instance de Plbiparti,c = 1,p; =
1Chasw @ un ordonnancement de longueur au plus 4 est NP-complet.

La preuve est omise; elle utilise une réduction du probleme de la clique [1].

Ainsi nous savons que nous sommes dans I'impossibilité de trouver une heuris-
tique qui permettent de garantir que quelque soit le graphe en donnée la solution
obtenue par ’heuristique est a moins de 25% de la solution optimale pour le prob-
leme Plprec,c = 1,p; = 1|Cpras.

Une solution classique pour obtenir un ordonnancement sur un nombre limité de
processeurs est de partir d’un ordonnancement sur un nombre illimité de processeurs
et de plier cet ordonnancement sur le nombre de processeurs considéré. Le théoreme
suivant permet d’évaluer une telle démarche.

Théoreme 1.5.4 A partir de n’importe quelle heuristique de rapport de perfor-
mance p pour le probléeme P|prec,c = 1,p; = 1|Chuas on peul oblenir une heuristique
pour le probléme Plprec,c =1,p; = 1|Cpax de rapport de performance 1+ p.

Soit I'heuristique h suivante : on exécute les taches dans le méme ordre que pour
I’heuristique, notée h* dans la suite, utilisée pour le probleme Plprec,c = 1,p; =
1|Cpnas- Plus précisément, si X; est ’ensemble des taches exécutées a 'instant ¢ avec
I’heuristique h*, et 3; le cardinal de X;, alors dans A, si 3; # 0, on exécute les taches

de X; en [—] instants ott m est le nombre de processeurs. Dans le cas ou 3; = 0,

on Conservewi’instant d’inactivité.

On remarque que le nombre d’instants ot il y a au moins un processeur inactif est
inférieur a la durée de I'ordonnancement avec un nombre illimité de processeurs. Les
autres instants, tous les processeurs sont actifs. Ainsi I’écart entre le temps donné
par ’heuristique et le temps optimal est borné par la durée de 'ordonnancement
avec un nombre illimité de processeurs. Si I’on note ¢* la durée de 'ordonnancement
donné par h* et ¢ la durée de I'ordonnancement donné par £ alors t™ < * + 7.

Comme par hypothese i < pt} , et comme (], < {7, la conclusion s'impose. O

opt — Yopt?
Le corollaire immédiat de ce théoreme est 'existence d’une heuristique de ratio

7

de performance — pour le probleme Plprec,c = 1,p; = 1|Cinaz. Cette heuristique

est la meilleure connue a ’heure actuelle.
Dans les sections suivantes nous allons citer quelques familles de graphes ayant
un comportement spécifique vis-a-vis de ce modele.

1.5.3 Le probleme P2|arbre,p; =1,¢ = 1|Cpas

Une famille des graphes de précédence qui a un intérét important est la famille
des arbres. Depuis 1961, on sait que le probleme Plarbre, p; = 1|Cy,q, est un prob-
leme polynomial. En fait, T.C. Hu a proposé un algorithme simple qui consiste a
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26 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

construire une liste de priorité ou la tache dont la distance de la racine (le niveau)
de l'anti-arbre est la plus grande, est la tache la plus prioritaire.

Par contre, quand on prend en compte les communications Lenstra et al [24,
33] ont montré que le probleme Plarbre,p; = 1,¢ = 1|Cynq, devient NP-complet.
Lorsqu’on fixe le nombre de processeurs, un algorithme optimal de programmation
dynamique de complexité O(n?(m=1) a été présenté dans [32].

Restrictions sur la structure du graphe. Parmi les autres classes de graphes
pour lesquels un ordonnancement optimal est facilement calculable figure les graphes
ordonnés par intervalles. Un graphe de dépendance est dit ordonné par intervalles
si a toute tache ¢ peut étre associé un intervalle réel I; tel que ¢ < ' si et seulement
si Ve € I, Vy € Iy on a ¢ < y. Por de tels graphes, le calcul d'un ordonnancement
optimal peut étre ramené a un tri [27].

Etant donné un graphe quelconque, le probleme est alors d’ajouter un nombre
minimal de dépendances qui, sans limiter de maniere trop importante le paral-
lelisme, permettent de le ramener a une famille de graphes pour laquelle le calcul de
I’'ordonnancement optimal est facile.

1.5.4 Granularité fine : Plprec,c,p; = 1|Cinaz

Sur ce modele, les résultats connus sont tres décevants et de nombreux travaux
théoriques et pratiques sont en cours.
Les meilleurs résultats connus pour la borne inférieure du ratio de performance

est 1 + 13 [2]. Dés que ¢ devient grand et donc que la granularité est relative-
c

ment fine, cette borne ne représente aucun intérét. Réciproquement les meilleures
heuristiques connues donnent un ratio de performance égal a ¢ 4+ 2. La aussi, la
borne ne représente aucun intérét puisque ce ratio est le méme qu’une heuristique
triviale consistant a prendre un ordonnancement négligeant les communications et
a introduire entre deux étapes de calcul une inactivité des processeurs de durée ¢
pour permettre les communications.

1.5.5 Tableau récapitulatif

Le tableau ci-dessous résume les différents résultats pour I'ordonnancement sta-
tique lorsque les taches sont de méme durée (p; = 1) et les communications de
durée c.
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m entrée m fixé m suffisant
B'mf Bsup anf Bsup
4
c=10 3 2 m = 2 (Classe P) 1 1
m = 3 (Pb Ouvert)
5} 7 7 4
c=1 1 : 3 m = 2 (Pb Ouvert) G 3
cgrand | 1+ T3 c+ 2 | m =2 (NP-Complet) 1 14+¢
c

1.6 Systemes hétérogenes

Le role croissant que joue les réseaux de stations de travail dans le domaine du
calcul parallele, nous oblige a intégrer ce parametre dans nos modeles. La plupart
de ces réseaux sont des réseaux constitués de stations qui n’ont pas tous la méme
puissance et il est évident que cette hétérogénéité pose de nouveaux problemes sur
le plan de la modélisation et de I'analyse des problemes d’ordonnancement associés.

Dans le cas général, méme si 'on ne considere pas les cotlits de communica-
tion, le temps d’une tache ne peut étre connu qu’apres sa terminaison et dépend
non seulement du processeur auquel elle a été affectée mais encore de 1’état de ce
processeur durant son exécution. Le probleme apparait donc complexe a modéliser.
Le but de cette section est d’étudier cette complexité méme sous des hypotheses
simplificatrices.

1.6.1 Difficulté d’un ordonnancement optimal

Dans cette section nous nous limitons au cas de systemes comportant une ma-
chine puissante, que I’on va noter P; et un nombre illimité de machines de faible puis-
sance, que nous appelerons de type P,. Ce probleme est noté P,U P, |prec, p}, p?|Conae
ou p; (resp. p?) représente la durée d’exécution sur P; (resp. sur un processeur de
type P,).

Un ordonnancement consiste ici en deux types d’information :

e l'affectation des taches au processeur (choix du type de processeur)
e l'ordre d’exécution sur chaque processeur (ici sur P;)

En fait, il a été montré que mémesi on se limite a des graphes bipartis de profondeur
1, le probleme est déja NP-difficile. Méme lorsque 'affectation des taches au pro-
cesseur est imposée le probleme reste NP-complet dans des versions tres simples (par
exemple lorsque le graphe est une réunion de chemins de longueur 3). Pour plus de
détails voir [2].
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28 1: Machines virtuelles et techniques d’ordonnancement

1.6.2 Machines uniformes et non-uniformes

Lorsque la durée d’une tache est inconnue mais ne dépend que du processeur
sur lequel elle a été affectée, deux modeles de machine sont distingués (m désigne le
nombre de processeurs de la machine) :

e machine uniforme : les processeurs sont de vitesses proportionnelles, le rapport
des vitesses étant éventuellement inconnu).

e machine non-uniforme : le temps d’une tache dépend du processeur sur lequel
elle s’exécute.

Dans ces deux cas, (log m) est une borne inférieure pour le ratio de perfomance
d’un algorithme d’ordonnancement dynamique avec ou sans préemption [29, 15].

Par ailleurs, des algorithmes polynomiaux ont été proposés pour ces deux mod-
eles qui permettent d’atteindre un ratio O(logn), n étant le nombre de taches [23].
En regroupant les taches affectées a un méme processeur, [29] donnent un algo-
rithme d’ordonnancement dynamique de ratio O(log min(m, R)) ou R le rapport de
vitesse entre le processeur le plus rapide et le plus lent. Il est a noter que tous ces
ratio peuvent étre obtenus par des algorithmes d’ordonnancement non-préemptifs;
la migration n’apporte un gain que d’'un facteur constant dans le ratio.

1.6.3 Simulation d’une machine a processeurs identiques

Une approche pragmatique pour construire des algorithmes ayant une justifi-
cation théorique (par exemple un algorithme de liste) est de simuler une machine
constituée de processeurs identiques sur une architecture hétérogene. Une telle simu-
lation est facilitée par la manipulation de processus légers dont le nombre sur chaque
processeur peut varier en fonction de I’état du processeur.

1.7 Conclusion

Les différents résultats énoncés dans ce chapitre montrent la difficulté d’obtenir
des résultats analytiques non triviaux lorsqu’on tente d’intégrer dans les modeles
d’ordonnancement certains parametres primordiaux d’un point de vue pratique
comme les grands délais de communication. Dans le cas général, il n’existe pas
d’algorithmes d’ordonnancement ayant un ratio de performance constant (indépen-
dant de 'architecture) sur une architecture hétérogene. Il est donc important de
considérer des classes spécifiques de problemes a ordonnancer.

Une approche harmonieuse semble étre de se restreindre a des graphes de dépen-
dance (éventuellement construits dynamiquement en fonction des entrées) dont le
volume maximal de communication est négilgeable devant le volume de calcul.
Aussi bien dans le cadre dynamique (algorithmes de liste) que statique (granularité
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grossiere, p;, = ¢ = 1), des ordonnancements efficaces sont alors connus. Cepen-

dant, 'obtention d’un tel graphe par compilation a partir d’un programme de grain
fin nécessite des algorithmes de partition efficaces qui risquent de réduire fortement
le degré de parallélisme sur des problemes ayant un comportement irréguliers.
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